Wprowadzenie do metod
sterowania optymalnego

Pojecie procesu sterowania obejmuje zestaw trajektorii stanu i stero-
wania (z,u) € X X U, gdzie X jest przestrzenia trajektorii stanu, a U jest
przestrzenia sterowania. Optymalizacja ukltadow sterowania oznacza poszuki-
wanie takiego sposobu prowadzenia procesu sterowania, ktéry zapewnia eks-
tremum wskaznika jakosci procesu (wydajnosé procesu, koszt prowadzenia
procesu, zysk z prowadzenia procesu) i jest dopuszczalny tj. spelnia ogra-
niczenia odzwierciedlajace warunki prowadzenia procesu (ograniczone zuzycie
surowcow i energii, ograniczenia wartosci chwilowych zmiennych procesowych).
Dopuszczalny proces sterowania ekstremalizujacy wskaznik jakosci nazywa sie
optymalnym procesem sterowania, a zwiazane z nim sterowanie nazywa
sie sterowaniem optymalnym.

Roézne potrzeby praktyczne prowadza do wyrdznienia szczegdlnych zadan
sterowania optymalnego np. zadania optymalnego sterowania docelowego, za-
dania optymalnego sterowania okresowego, czy tez zadania optymalnego ste-
rowania stochastycznego.

Niech |u(t)| = /Jur(t)]? + Juz(t)]2 + ... + |um(t)]? oznacza norme euklide-

sowa sterowania chwilowego. W zaleznosci od rodzaju zadania sterowania

optymalnego przestrzen sterowania okreslana jest
e jako unormowany zbiér funkcji ciagtych
U = C([to, ta]; R™), |[ul| = max]|u(t)|;

tE[to,t1
e jako unormowany zbiér funkcji przedziatami ciaglych
U= PC([to, t1; B™), [|ull = sup [u(t)[;
tG[to,tl]
e jako unormowany zbiér funkcji przedzialami statych
U= PS(fto, t1l; B™), |ul| = maz |ugl;
ko<k<ki]
e jako unormowany zbiér funkcji istotnie ograniczonych
U = L>=([to, ta); B™), ||ul| = esssuplu(t)];
tE[to,tﬂ
e jako unormowany zbiér funkcji catkowalnych z kwadratem
U= L2([to, 6] R™), [lull = /[, [ul®)]2dt;
e jako unormowany zbidér funkcji calkowalnych z kwadratem w obszarze

wielowymiarowym {2 = [to, 1] x [0, 1]



U = L2(2; R™), ||u|| = \/fg lu(t, )2 e dt.

Na podstawie wyboru przestrzeni sterowania okreslana jest przestrzen tra-
jektorii stanu

e jako unormowany zbiér funkcji rézniczkowalnych w sposob ciagly
X = Cillto, 1] BY), l2ll = maz |z(®)] + maz |2(t)];

[to,t1 t€(to,t1]
e jako unormowany zbiér funkcji przedziatami rézniczkowalnych w sposéb
ciagly

X = PCy([to, t2], B"), ||z|| = sup |z(t)[+ sup [&(t)];
tE[to,tl] tE[to,tﬂ
e jako unormowany zbiér funkcji o pochodnej istotnie ograniczone;j

U =Wee(lto, t]; B™), |[ul| = esssuple(t)| + esssupli(t)|;
tE[to,tl] tE[to,tﬂ
e jako unormowany zbidér funkcji o pochodnej catkowalnej z kwadratem

2= Wt ], B, Jall = \/Jo () + (0 ) s

e jako unormowany zbior funkcji o pochodnej catkowalnej z kwadratem w
obszarze 2 = [to, 1] % [0, 1]
X =W, R, Nl =/ [olla(t, 2)P + i, ) ?) d= dt.

Wazna klasa zadan sterowania optymalnego sa zadania optymalnego ste-
rowania docelowego formutowane w odniesieniu do proceséw mechanicznych,
elektromechanicznych, metalurgicznych, chemicznych, biotechnologicznych i
wielu innych.

Podstawowe zadanie optymalnego sterowania docelowego polega na mini-

malizacji catkowego wskaznika jakosci

Gl u) / Cg(e(), u(t), t)dt

to

z uwzglednieniem réwnania stanu procesu

warunkéw dwugranicznych
I(to) = 2o, $(t1) = T,
oraz ograniczen chwilowych sterowania

u(t) € U, t e [to,tﬂ,



gdzie xg, 21 € R*, U C R™, za$
u € PC([to,tl],Rm), S PCl([to,tl],Rn)
lub
u € O([to,tl];Rm), T € Cl([to,tl];Rn).

Przyklad. Minimalnoenergetyczne nagrzewanie zbiornika z ciecza: zmini-

malizowaé straty energetyczne

Gz, u) = /1 W2(1)dt
0
procesu nagrzewania opisywanego réwnaniem stanu
&(t) = —ax(t) + bu(t), t € 0,1]
z warunkami dwugranicznymi
z(0) =z, z(1) =,

gdzie x(t) jest temperatura cieczy w zbiorniku w chwili ¢, x¢ jest jego zadana
temperatura poczatkowa, x; jest jego zadana temperatura koncowa, u(t) jest
natezeniem pradu obwodu grzejnego, a jest wspolczynnikiem stygniecia cieczy,
za$ b jest wspétezynnikiem nagrzewania cieczy.

Przyktad. Minimalnoenergetyczne sterowanie tarcza obrotowa: zminimali-

zowad straty energetyczne

G(z,u) = /t1 u?(t)dt

to

procesu przestawiania tarczy obrotowej opisywanej rownaniami stanu

itl(t) = $2<t)7 1‘2(t) = bu(t)> te [t07t1]’

z warunkami dwugranicznymi

zi(to) = 2:(0), xi(th) = 2i(1) (i =1,2),
gdzie x1(t) oznacza polozenie katowe tarczy, xs(t) oznacza predkosé katowa
tarczy, zas u(t) jest napieciem obwodu sterujacego silnika.
W zadaniach tych pominieto ograniczenia chwilowe sterowania zaktadajac,
ze posta¢ wskaznika jakosci automatycznie ograniczy chwilowa wartos¢ stero-

wania.



Przyktad. Minimalnoczasowa stabilizacja oscylatora: sprowadzi¢ oscylator

do potozenia réwnowagi w minimalnym czasie

t1
G(I,U):/ dt:tl—to

to

z uwzglednieniem réwnan stanu oscylatora

11(t) = xo(t), @o(t) = —az1(t) + bu(t), t € [to,t1],

warunkow dwugranicznych

zi(to) = w0, xi(t) =xn, i=1,2,

oraz ograniczen chwilowych sterowania

u(t)] < 1, t € [to, ta],

gdzie z4(t) jest potozeniem oscylatora w chwili ¢, xo(t) jest predkoscia oscy-

latora, wu(t) jest jego sila stabilizujaca, a jest wspétczynnikiem amortyzatora

sprezynowego, zas b jest wspotczynnikiem oddzialywania sity stabilizujace;j.
Przyktad. Minimalnoczasowa stabilizacja oscylatora z ttumieniem wiasnym:

sprowadzi¢ oscylator do potozenia rownowagi w minimalnym czasie

t1
G(I,U):/ dt:tl—to

to

z uwzglednieniem réwnan stanu oscylatora
1(t) = wo(t), T2(t) = —ayxy(t) — agxa(t) + bu(t), t € [to, t1],
warunkéw dwugranicznych
xi(to) = Ty, wi(t1) =z, 1=1,2,
oraz ograniczen chwilowych sterowania
lu(t)| <1, t € [to,t1],

gdzie x1(t) jest polozeniem oscylatora w chwili ¢, xo(t) jest predkoscia oscyla-
tora, wu(t) jest jego sila stabilizujaca, a; jest wspdlezynnikiem amortyzatora
sprezynowego, as jest wspétczynnikiem tlumika, za$ b jest wspolczynnikiem

oddzialywania sity stabilizujace;j.



Do rozwiazywania zadan optymalnego sterowania docelowego zastosowaé
mozna klasyczne metody rachunku wariacyjnego, metody analizy funkcjonal-
nej oraz zaawansowane metody nieliniowego programowania.

Sprowadzanie zadan sterowania optymalnego
do zadan wariacyjnych

dla przypadku jednowymiarowego.

Rozwazymy w pierwszej kolejnosci przypadek jednowymiarowy pojedynczej
krzywej (n = 1,m = 1). Zalézmy, ze réwnanie stanu pozwala jednoznacznie
okresli¢ sterowanie u(t) w funkcji stanu x(¢), pochodnej stanu #(t) oraz czasu
£ tj.

#(t) = fzt), ult),t) = u(t) = F(x(t), 2(t), t).
Podstawiajac uzyskane wyrazenie do wskaznika jakosci sprowadzamy problem

optymalnego sterowania docelowego do zadania rachunku wariacyjnego: zmi-

nimalizowa¢ funkcjonal zalezny od krzywej x, jej pochodnej & i czasu t

() = / CGa(t), (1), t)dt

to

z wiezami ustalajacymi polozenie poczatkowe i koricowe krzywe;j
Jf(to) = 2, ZE(tl) = T.

Zadanie wariacyjne polega wiec na wyborze krzywej x laczacej punkty
(to, o) oraz (t1,21) i minimalizujacej funkcjonal G/(x).

Aby okresli¢ warunki konieczne optymalnoéci krzywej w zadaniu wariacyj-
nym zakladamy, ze krzywa jest elementem przestrzeni funkcji rézniczkowalnych

w sposob ciagly tj.
z € Ci([to, h]; BY), ]| = max [x(t)] + maz |#(t)]
t€(to,t1] t€(to,t1]

Definicja: Funkcjonal G (x) osiaga na krzywej & lokalne stabe ekstremum,

jezeli istnieje takie € > 0, ze

(Il —2l] <€) = (G(z) = G(2)))

tj. dla wszystkich krzywych z Ci-otoczenia krzywej & wartosci funkcjonatu

G(z) nie sa mniejsze od G().



Méwimy w tym przypadku o stabym ekstremum, gdyz rozwiazanie ekstre-
malne poréwnujemy z sasiednimi krzywymi rézniczkowalnymi w sposéb ciagly
(czyli z krzywymi z Cj-otoczenia) w odréznieniu od poréwnania z sasiednimi
krzywymi ciagltymi (czyli z krzywymi z C-otoczenia).

Niech & + adx € Cy([to, t1]; R") bedzie zaburzeniem krzywej ekstremalne;
Z speliajacym réwnania wigzéw (warunki graniczne) dz(to) = 0, dz(t;) = 0,
przy czym o € R jest parametrem rzeczywistym. Funkcjonal G(z) traktowany

jako funkcja parametru « przybierze postaé

é@y—/hma@+aMﬁ%ﬂw+a&ﬁ%ﬂﬁ.

to
Poniewaz funkcja G z zalozenia osiaga dla o = 0 ekstremum, to

e
%h:o - O

Zakladajac, ze funkcja g ma ciagle pochodne czastkowe g, i g; uzyskujemy

dGla) _ /t1 (G:(3 + adz(t), 2(t) + adi(t), t)dx(t)+

do to
Gi(2(t) + adx(t), 2(t) + add, t)di(t))dt

oraz

gdzie

~ ~

Zastosowanie wzoru na catkowanie przez czesci i uwzglednienie wigzéw krzywej

prowadzi do zaleznosci

/m@@w@ﬁ:@@M@%—lﬁ%@@M@ﬁ

to 0

= Ga(t1)0x(ty) — Ga(t)0x(to) — /t 1 %f]i(t)é:p(t)dt



Mamy wiec

deéa) oo = /tol (:(t) - ié:ﬁc(t))5l’(t)dt = 0.

Aby ostatnie wyrazenie bylo réwne zeru dla dowolnych wariacji dx(t) krzy-
wej #(t) wyrazenie w nawiasie musi by¢ réwne zeru tj. spelione musi byé

rownanie Eulera-Lagrange’a

A d -
G.(t) — —g:(t) = t to, t1].
gl’( ) dt,qx( ) 07 € [ 0 1]

Twierdzenie: Warunkiem koniecznym stabego lokalnego ekstremum funk-
cjonatu é(m) na zbiorze krzywych x € C) z wigzami z(tg) = zo, x(t1) = 23
jest spelnienie ré6wnania Eulera-Lagrange’a na krzywej ekstremalnej 7.

Krzywe spelniajace rownanie Eulera-Lagrange’a nazywamy ekstremalami.
Aby stwierdzi¢ czy dana ekstremala stanowi minimum funkcjonatu (a nie mak-
simum lub punkt przegiecia) stosujemy warunki optymalnosci wyzszych rze-
dow. W szczegolnosci warunki optymalnosci drugiego rzedu uzyskujemy obli-

czajac druga pochodna

= / " (G2 (t)022(t) + 2G05(£)0(£)00(t) + Gai (£)023(2) ) dt.

to
Poniewaz zawsze mozna dobra¢ wariacje dx(t) krzywej #(t) mata co do
modutu lecz z dowolnie duza pochodna, wiec o znaku drugiej pochodnej decy-
duje wyrazenie §;3(t). Wynika stad, ze warunkiem koniecznym drugiego rzedu

osiagania minimum przez ekstremale & jest nierownos¢ Legendre’a
Gii(t) >0, t € [t t1].

Warunkiem dostatecznym drugiego rzedu osiagania minimum przez ekstremale

2 jest ostra nieréwnos¢ Legendre’a
Gax(t) >0, t € [to, 1],

pod warunkiem, ze ekstremala nie posiada tzw punktow sprzezonych.



Dla zadania z przykladu 1 z parametrami a = 2, b = 1 i wiezami x(0) =
1, (1) = 2 uzyskujemy
u(t) = &(t) + 2x(¢)

i sprowadzamy zadanie optymalnego sterowania docelowego do zadania waria-

cyjnego postaci: zminimalizowa¢ funkcjonat

1
G(x) = / (#(t) + 22()) %t
0
uwzgledniajac wiezy krzywej
z(0) =1, z(1) =2.

W tym przypadku g(x(t), 2(t), t) = (2(t)+2z(¢))? i réwnanie Eulera-Lagrange’a

przybiera postac
d .

(1) — Egsb(t)

= 4(i + 22(t)) — %2(;1’5(15) + 22(t))

= 4i(t) + Sx(t) — 2i(t) — 4i(t) = —2i(t) + 8a(t) = 0

czyli
Z(t) — 4z(t) = 0.

Tak wiec rownanie Fulera-Lagrange’a ma dla badanego przyktadu postac¢ li-
niowego stacjonarnego rownania rézniczkowego, ktorego rozwiazanie okreslamy

wyznaczajac pierwiastki rownania charakterystycznego

=4 =0=r9=22= () =cre® +cpe ¥

= 4(t) = 2c1e* — 2coe™ % + 2c1* + 2c0e7 ! = deje®.

Sterowanie optymalne jest wiec dla rozwazanego procesu nagrzewania funkcja
eksponencjalna. Stale ¢; okreslamy z warunkéw granicznych uzyskujac osta-
tecznie

_862_4 2

a(t) UL

Sprawdzamy warunek optymalnosci drugiego rzedu

Gia(t) = (%2(96(15) +2x(t)) =2 > 0.



Wyznaczone sterowanie jest wigc lokalnym minimum.

Sprowadzanie zadan sterowania optymalnego do zadan wariacyj-

nych dla przypadku wielowymiarowego.

Uzyskane warunki optymalnosci uogélniamy bezposrednio na przypadek za-
dania wielowymiarowego n > 1, m > 1. Zaktadamy, ze wektorowe sterowanie
u(t) € R™ mozna jednoznacznie okresli¢ z réwnan stanu w funkcji stanu x(t),
jego pochodnej @(t) i czasu t. Przechodzimy nastepnie do wielowymiarowego
zadania wariacyjnego: zminimalizowac funkcjonat zalezny od wielowymiarowej

krzywej x

7 wiezami
.’L'(to) = Xy, .Z'(tl) =T,
gdzie z(t) € R", xo, 11 € R".

W tym przypadku badamy wariacje wektorowej trajektorii stanu
Zi(t) + aiomi(t), dxi(to) =0, dzi(t1) =0, i =1,...,n,

gdzie o; € R jest parametrem wariacji i-tej wspolrzednej stanu.
Wskaznik jakosci zadania wariacyjnego przybierze posta¢ funkcji n skalar-

nych argumentéw aq, ..., a,, tj.

Glan, ) = /lg(fcl(t) 621 (8), 31 (8) + 016y (£), o

to
n(t) + a0z (1), T (1) 4 a0y (1), t)dt.

Poniewaz funkcja G(ay, ..., o) osiaga z zalozenia minimum, wiec musza
by¢ spelnione warunki konieczne optymalnosci pierwszego rzedu funkcji wielu
zmiennych tj. B

oG
8ai

Uzyskujemy stad po zastosowaniu wzoru na catlkowanie przez czesci

(0)=0, i=1,...n.

g(i (0) = / ! (G, ()025(t) + Ga, (£)0:(2) ) dt

to

= [ et - i) =0

9



Warunek konieczny optymalnosci pierwszego rzedu krzywej wielowymiarowego
zadania wariacyjnego mozna wiec zapisa¢ w postaci ukladu réwnan Eulera-
Lagrange’a

d -

G, (1) — agg-ci(lt) =0, t€[tots], i=1,..,n

Celem okreslenia czy krzywa ekstremalna wyznaczona na podstawie wa-
runkéw optymalnosci rzedu pierwszego stanowi minimum funkcjonatu é’(x)
(a nie jego maksimum lub punkt przegiecia) stosujemy warunki optymalnosci
drugiego rzedu tj. badamy macierz pochodnych czastkowych drugiego rzedu
funkcjonatu G(x). Pochodne te przybieraja postaé

24 t1
et = [ (a0,

to

+205, (1)07:(£)035 () + Gaya, (1) 04 ()05 (t) ) dt.

Warunki optymalnosci drugiego rzedu sprowadzaja sie do badania dodat-
niej potokreslonosci lub dodatniej okreslonosci macierzy pochodnych czastkowych
drugiego rzedu 3

9?G(a)

(Pasdan; =) st

Stosujac analogiczne rozumowanie jak w przypadku warunkéw drugiego
rzedu dla krzywej jednowymiarowej wnioskujemy, ze o dodatniej (pét)okreslonos-
ci analizowanej macierzy decydowac bedzie macierz drugich pochodnych czastko-

wych postaci
ij=1,0.m

Przyklad. Minimalnoenergetyczne nagrzewanie ukladu dwdéch zbiornikéw

z ciecza: zminimalizowa¢ sumaryczne straty energetyczne

6o = [ 630 + oy
0
procesu nagrzewania opisywanego za pomoca rownan stanu
Ti(t) = —a;xi(t) +wi(t), t € [0,1], 1 =1,2
z warunkami granicznymi
z;(0) =1, z;(1) =2, i=1,2.

10



Sprowadzamy zadanie do postaci wariacyjnej

wi(t) = 24() + aa(t), Gla) = /0 S (1) + s (1),

g= Z(ii(t) + ;i (1)?, Ga, = 2ai(2(t) + a;z;(t))

Zestawiamy uktad réwnan Eulera-Lagrange’a

a;iti(t) + a(t)zi(t) — #(t) — a;5(t) =0

#i(t) = atzi(t), ri=a’

(2 77

Ti12 = +a;.
Optymalna trajektoria stanu ma wiec postac
35(t) = cire®’ + cipe
za$ sterowanie optymalne jest okreslone jak nastepuje
i;(t) = 2a;c;e™, t€[0,1], i=1,2,

przy czym stale c¢;1, ¢;2 okreslamy z warunkéw granicznych. Warunki opty-

malnosci drugiego rzedu sprowadzaja si¢ do badania macierzy

.6561561 §i1ﬂ'32 _ 20
gizdil gig]ﬁ 0 2

Wyznaczone rozwiazanie jest rozwiazaniem minimalizujacym, poniewaz mi-
nory gtowne tej macierzy sa dodatnie.
Sprowadzanie zadan sterowania optymalnego do zadan wariacyj-

nych z pochodnymi wyzszych rzedow.

W niektérych przypadkach z réwnan stanu
z;(t) = filz(t),u(t),t), i=1,..,n

11



mozna jednoznacznie wyznaczy¢ sterowanie w funkcji pewnego podwektora
x(t) € RF (k < n) wektora stanu z(¢) € R" i jego pochodnych %(t), (t), ..., x™ (t)
oraz czasu t tj.

przy czym warunki graniczne wektora stanu x(f) implikuja odpowiednie wa-

runki graniczne podwektora stanu x(t)
Ti(te) =z (i=1..,n;k=0,1) =

D(t)=xV (1=0,1,...,n—1;k=0,1).

K

Rozpatrzmy przypadek £ = 1,n > 1 i funkcjonal zadania wariacyjnego w

postaci

G(x) = / CG(x(t), (1), oo X (8), )t

to

i wariacje krzywej z parametrem a € R
x(t) + aox(t), 6xV(t,)=0(1=0,1,...,.n —1;5 =0,1).

Przechodzimy do a-parametryzacji funkcjonatu é(x) tj. do funkcji
~ t1 .
Gla) = / (F((t) + adx(t), k(1) + adi(t), ... K(2) + adx™) (1), t)dt.
to

Zapisujemy warunek konieczny optymalnosci rzedu pierwszego funkeji G ()

dG(a)
do

=0

czyli

/ ’ (Gx(1)0x(t) + G2(1)I%(E) + ..+ Gy ()0 (8)) dt = 0.

to
Do wyrazen typu ft';l 0.0 (t)6x (t)dt stosujemy I-krotnie wzér na catkowanie
przez czesci z uwzglednieniem zerowania sie wariacji krzywej w wiezach, co

prowadzi do wyrazenia

| ((ult) = Gle) + Gtt) 5 ot (1) G (0)x(0)

12



Uzyskujemy w ten sposob warunek konieczny optymalnosci pierwszego
rzedu dla stabego ekstremum zadania wariacyjnego z pochodnymi wyzszych

rzedéw w postaci rownania Eulera-Poissona

5 d - d? dar

gx(t) — — g R e (1) =G (1) = :
gX<t) dtgx<t> + dtggx(t) + + ( ) dtngx( )(t) 07 t S [t07t1]

Warunki optymalnosci drugiego rzedu przybieraja w tym przypadku postaé
Gxmym (1) =0 (> 0).

Przyktad. Minimalnoenergetyczne sterowanie tarcza obrotowa: zminimali-

zowaé straty energetyczne

G(z,u) = /01 u?(t)dt

procesu przestawiania tarczy obrotowej opisywanej rownaniami stanu

11(t) = xo(t), @o(t) = bu(t), t € 0,1],

z warunkami dwugranicznymi

(1) =1, z,(1)=0 (i=1,2),

gdzie x1(t) oznacza polozenie katowe tarczy, xo(t) oznacza predkosé katowa
tarczy, zas u(t) jest napieciem obwodu sterujacego silnika.

Przeprowadzamy redukcje problemu zadania wariacyjnego z pochodna dru-
giego rzedu. Wyrdzniamy podwektor wektora stanu w postaci x(t) = x1(t) i z
réwnan stanu uzyskujemy X(t) = #9(t) = u(t). Zadanie wariacyjne przyjmuje

posta¢: zminimalizowa¢ funkcjonal okreslony na krzywej x o postaci

G(x) = /0 e

z uwzglednieniem wiezoéw krzywej

W tym przypadku § = ¥, gx = 0, jx = 0, §x = 2% i réwnanie Eulera-Poissona

przybiera postac
d? d*
—0x=0=2—x(t) =0.
g2 %% = 0= 25ax(0)
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Réwnanie charakterystyczne rézniczkowego réwnania Fulera-Poissona zapisu-
jemy jako r* = 0. Posiada ono czterokrotny pierwiastek zerowy. Rozwiazanie

tego rownania jest postaci
5((25) = Co + Clt -+ CQtQ + CgtB

skad
’l)(t) = 603t + 202.
State wyznaczamy z wigzéw krzywej uzyskujac co = —5,
c3 = 3 oraz u(t) = 18t — 10, t € [0, 1].
Warunek optymalnosci drugiego rzedu daje w wyniku

Jsx = 2 >0,

a wiec wyznaczone rozwiazanie jest poszukiwanym minimum.

Mnozniki funkcyjne Lagrange’a i funkcje kary
w sterowaniu optymalnym

Sprowadzanie zadan sterowania optymalnego do zadan
wariacyjnych metoda funkcji kary i mnoznikéw Lagrange’a
- zadania sterowania optymalnego z ograniczeniami chwilo-
wymi sterowania i z uwiklanym sterowaniem w réwnaniach
stanu

Rozwazmy zadanie optymalnego sterowania docelowego z uwiklanym ste-
rowaniem w réwnaniach stanu i z ograniczeniami chwilowymi sterowania: zmi-

nimalizowa¢ wskaznik jakosci

G, u) = / ' g(a(t), u(t), t)dt

to

uwzgledniajac rownanie stanu

warunki graniczne



oraz ograniczenia chwilowe sterowania
u(t) € U, t € [to, t1].
Niech chwilowe ograniczenia sterowania beda postaci
lu(t)] < u™*, t e [to, ta].
Wprowadzamy funkcje kary za przekroczenie ograniczen chwilowych

0 gdy |u; ()] < uje
Kj (uj (t)) = max |2 ’ .
pjlui(t) —uie® gdy  |u;(t)| >

max
J

<

gdzie p; > 0 jest wspoélczynnikiem kary. Wraz ze wzrostem wspotczynnika
kary p; — +oo funkcja kary staje si¢ coraz bardziej stroma i tym samym coraz
doktadniejsza.

Stosujac metode funkeyjnych mnoznikéw Lagrange’a A(t) dla réwnan stanu
i funkcje kary K (u(t)) = 37", Kj(u;(t)) dla ograniczeri chwilowych sterowania

wlaczamy te ograniczenia do wskaznika jako$ci modyfikujac go do postaci

Glahu) = [ (g(alt),u(t). 0

A (@)@ (t) — fx(t),ult), 1) + K(u(t)))dt

minimalizowanego przy jedynych pozostatych ograniczeniach jakimi sa warunki

graniczne
x(to) = xo, x(t1) = x1.
Tak wiec rozszerzamy zakres zmiennych do postaci wektora zmiennych funk-
cyjnych (z, A\, u) traktujac je jako réwnoprawne zmienne optymalizacyjne z
przestrzeni C7. Warunki konieczne optymalnosci okreslimy definiujac funkcje
g jak nastepuje
gl (1), (1), A6), ML), u(t), a(t),t) =

g (t),u(t), £) + N () (@(t) — f(a(t), u(t),t) + K (u(t))

i zapisujemy warunki konieczne optymalnosci w postaci nastepujacego uktadu

rownan Eulera-Lagrange’a
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(1) = —g:(t) = 0, € [to,ta], (xx)

dt
2 d 2
9u(t) — %gu(t) =0, t€ [ty t1], (xx*x).

Jest to uktad 2n + m réwnan rézniczkowych dla 2n + m zmiennych funk-
cyjnych. Mnoznik funkcyjny A(¢) nazywany jest takze zmienna sprzezona lub
zmienng kostanu (wektorem kostanu). Réwnanie (*) nazywane jest réwnaniem
sprzezonym lub réwnaniem kostanu optymalnego, réwnanie (**) jest réwnaniem
stanu optymalnego, za$ (***) jest réwnaniem sterowania optymalnego. Uktad
tych réwnan pozwala dla niektorych klas problemoéw sterowania optymalnego
efektywnie sparametryzowac sterowanie optymalne, co utatwia jego dookreslenie
za pomoca prostego dodatkowego algorytmu obliczeniowego.

Minimalnoczasowe sterowanie docelowe

dla ukladéw liniowych

Zadanie polega na minimalizacji czasu realizacji procesu docelowego

t1
G(ZL’,U):/ dt:tl—to

to

z uwzglednieniem liniowego stacjonarnego réwnania stanu uktadu
t(t) = Ax(t) + Bu(t), t € [to,t1],
warunkow dwugranicznych
x(ty) = xo, x(t1) =1
oraz ograniczen chwilowych sterowania

lu(t)] < u™®, t € [t, t1].

Rozszerzamy zestaw zmiennych i zapisujemy zmodyfikowany wskaznik jakosci

G(z, \, u)

_ / (L4 AT()(@() — Az(t) — Bu(t)) + K (u(t)))dt.

to
Mamy wiec
() = =XT()A, ga(t) = N (1),
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ga(t) = (&(t) — Az(t) — But)”, g;(t) =0,
gu(t) = X' (1) B + Ky (u(t)), ga(t) = 0.

Uktad réwnan Eulera-Lagrange’a przyjmie postac

e rownanie kostanu optymalnego
A A-NT(t) =0,
e rOwnanie stanu optymalnego
&(t) — Azx(t) — Bu(t) =0,
e rownanie sterowania optymalnego
—M'(t)B + K,(u(t)) = 0.

Przyktad. Minimalnoczasowe sprowadzanie oscylatora idealnego do potozenia

rownowagi, jesli jest on opisywany réwnaniami stanu
t1(t) = wa(t), 22(t) = —x1(t) +u(t), t€[0,t],
z warunkami granicznymi
z;(0) = @0, wi(t;) =0, i=1,2
i z ograniczeniami chwilowymi sterowania
ut)] < 1.

Schemat rozwazanego ukladu przedstawiony jest na rysunku

amortyzator
SPreZynowy

Maszyna sita o
stabilizujaca
M

Sciana podstawowa

W tym przypadku



Oznacza to, ze zmienne kostanu spetniaja réwnania
M) = Xa(t), Aa(t) = =M (D),
= M(t) = —Ai(t), 17 =1, e = £y,
M(t) = asin(t + c2), Aa(t) = cicos(t + ca),

K, (u(t)) = Xa(t).

Ostatnie réwnanie jest rOwnaniem sterowania minimalnoczasowego oscyla-
tora idealnego. Implikuje ono, ze sterowanie to przyjmuje wylacznie wartosci
u(t) = +1. Podstawienie tego sterowania do réwnan stanu pozwala okresli¢

ksztalt trajektorii stanu dla sterowania minimalnoczasowego.

= x1(t) = cicos t + casint £ 1, wo(t) = —cysin t + cpcos t,

Tio =c1 £ 1; x99 = €2

x1(t) = (210 F 1)cos t + zogsin t £ 1;
xo(t) = —(x10 F 1)sin t + x99cos t.
Na tej podstawie ustalamy zwiazek miedzy zmiennymi x4 () i x2(t) pod-
noszac do kwadratu ostatnie zaleznosci

(1(t) F1)* = (210 F 1)%cos® t + x5ysin’ t

+2(z10 F 1)cos t - xo9sin t,
23(t) = (w19 F 1)%sin® t + x5ycos> t
—2(x10 F 1)cos t - wopsin t

czyli
(.1’1 F 1)2 + .fL'% = (.1'10 F 1)2 + :C%O'

Tak wiec trajektorie stanu oscylatora sa okregami o srodku (1,0) dla ste-
rowania @(t) = +1 i okregami o srodku (—1,0) dla sterowania a(t) = —1.

Promien okregu jest rowny

p= (($10 F1)* 4+ $20)1/2-
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Trajektorie stanu oscylatora idealnego dla sterowania u(t) = +1

X2

X1

©
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X2
Trajektorie stanu oscylatora iddalnego dla sterowania u(t) = —1

/Fl\\ L1
N

Whioski z rownania sterowania optymalnego:

e Sterowanie minimalnoczasowe przyjmuje wartosci +1 lub —1 (jest typu
bang-bang).

e Czas stalosci sterowania minimalnoczasowego na poziomie +1 lub —1
nie moze by¢ dhuzszy niz 7 jednostek czasu (okres drgan badanego oscylatora
wynosi 27, a czas przebiegu potowy okregu wynosi 7). Tylko pierwszy i ostatni
przedzial statosci sterowania moze by¢ mniejszy od 7w, a wszystkie posrednie
przedziaty (jesli wszystkich przedzialéw stalosci sterowania jest wiecej niz dwa)
musza by¢ rowne 7.

Przyktad 7. Minimalnoczasowe sprowadzanie oscylatora idealnego do potozenia

20



rownowagi z dowolna czestotliwoscia drgan wlasnych

amortyzator
SPreZynowy

Maszyna sita o
stabilizujaca
M

Sciana podstawowa

O O

Uklad o charakterze oscylatora idealnego jest opisywany rownaniami stanu
T1(t) = 2a(t), @o(t) = —ayz1(t) +u(t), t€0,t],
z warunkami granicznymi
zi(0) = @0, wi(t1) =0, i=1,2
i z ograniczeniami chwilowymi sterowania
u(®)] < 1,

gdzie ay jest wspoleczynnikiem amortyzatora sprezynowego.
Dla celéw analizy wlasnosci matematycznych modelu ukladu uzyteczna jest
symetryzacja réwnan stanu uzyskiwana przez podstawienia w = \/ay, x1(t) :=

x1(t) Jw.
Réwnania stanu oscylatora idealnego ze sterowaniem po symetryzacji przy-

bieraja postaé

.T1<t) = u}l’g(t), 3‘72 = —wxl(t) + U(t), te [O,tl]

W tym przypadku macierze stanu, kostanu i sterowania mozna zapisaé

a=(0 ) = (00) o= ()

Réwnanie optymalnego kostanu

nastepujaco:

AMt) = —ATAT (1)

21



implikuje dla zmiennych sprzezonych réwnania

M) = wha(t), Aa(t) = —wAi(2).

Uklad ten mozna zredukowac¢ do pojedynczego rownania drugiego rzedu

= .).\1 (t) = _CL)Q)\]_ (t)

z réwnaniem charakterystycznym

r? = —wQ, T2 = Tjw.

Oznacza to, ze zmienne sprzezone sa w tym przypadku okresowymi funk-

cjami czasu i w szczegolnosci

Ao(t) = asin(wt + B).

Z réwnania optymalnego sterowania uzyskujemy

K, (u(t)) = Aao(2).

Wynika stad, ze przebieg sterowania minimalnoczasowego jest okreslony

zaleznoscia

u(t) = sign(asin(wt + 5)).

Wnhnioski z rownania sterowania minimalnoczasowego:

e Sterowanie minimalnoczasowe oscylatora idealnego przyjmuje wartosci
+1 lub —1 (jest typu bang-bang).

e Czas stalosci sterowania minimalnoczasowego na poziomie +1 lub —1 nie
moze by¢ dhuzszy niz 7m/w jednostek czasu (okres drgan badanego oscylatora
wynosi 27 /w, a czas przebiegu polowy okregu wynosi 7/w). Tylko pierwszy
i ostatni przedzial stalosci sterowania moze by¢ mniejszy od w/w, a wszyst-
kie posrednie przedzialy (jesli wszystkich przedzialéw stalosci sterowania jest
wiecej niz dwa) musza by¢ réwne 7/w.

e Liczba przetaczen sterowania minimalnoczasowego moze nieograniczenie
narasta¢ wraz ze wzrostem czestotliwosci sterowania.

Ksztalt trajektorii stanu oscylatora idealnego ze sterowaniem u(t) = +1:

T1(t) = wxa(t), @2(t) = —wzi(t) + 1
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= i1 (t) = —wx(t) +w
= 11(t) = 1/w + cicos wt + (c2/w)sin wt,
To(t) = —crwsin wt + cpcos wt
= r10 = 1 + 1/w; x99 = cow
= 21(t) = 1/w + (210 — 1/w)cos wt + x9psin wt,
To(t) = —(r10 — 1/w)sin wt + wogcos wt
= wr(t) — 1 = (w10 — 1)cos wt + wrggsin wt,

wrg(t) = —(wz1(t) — 1)sin wt + wrggcos wt.

Na tej podstawie ustalamy zwiazek miedzy zmiennymi xq(t) i x2(¢) podnoszac

do kwadratu ostatnie zaleznosci

(wry — 1) + (w2)? = (w10 — 1)* + (wog0)*.

Stosujac analogiczne przeksztalcenia uzyskujemy dla sterowania u = —1

(w1 + 1)? 4 (wx)? = (w19 — 1)? + (W)

Tak wiec trajektorie stanu oscylatora idealnego sa, we wspéhrzednych (wx 1, wz,),

okregami o srodku (1,0) dla sterowania @(t) = +1 i okregami o srodku (—1,0)

dla sterowania u(t) = —1. Promien okregu jest réwny

p= \/((wxlo — 1)+ (wx20)?).
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Przykiad. Minimalnoczasowe sprowadzanie oscylatora z ttumieniem wlasnym

do potozenia réwnowagi.

amortyzator

SPIEZynowy Obiekt sterowania pila o
stabilizujaca
M

Sciana podstawowa

|
[

\
thumik

Uklad o charakterze oscylatora z ttumieniem wlasnym jest opisywany réwnaniami

stanu
t1(t) = wo(t), Z2(t) = —x1(t) — 28xo(t) + u(t), t € 0,t1],
z warunkami granicznymi
z;(0) = xi0, wi(t1) =0, i=1,2
i z ograniczeniami chwilowymi sterowania
u(t)] <1,

gdzie £ € (0,1) jest wspdlezynnikiem thumienia oscylatora.
Dla celéow analizy wlasnos$ci matematycznych modelu ukltadu dokonujemy
symetryzacji rownan stanu wprowadzajac nowe wspolrzedne stanu za pomoca

przeksztalcenia

czyli



Réwnania stanu w nowych wspotrzednych przybiora postaé
. L 0
21 (t) . 1— §2 0 0 1 1—¢2 21 (t)
Zo(t) § 1 -1 =2 - \/f_? 1 zo(t)

czyli

Zl(t) . —6 \/1—52 Zl(t) 1 0 u(t)
Ht)) \=y/1-8  —¢ 2(t) 1 ‘

Zadanie minimalnoczasowego sterowania dla oscylatora z ttumieniem wlasnym

w nowych wspolrzednych stanu przybierze postaé: zminimalizowaé wskaznik

t1
G(z,u):/ dt
0

uwzgledniajac ograniczenia w postaci przeksztalconych réwnan stanu

jakosci

5(0) = A=(t) + Bu(t), t € [0,ta), 2(0) = z0, =(t) = 2
oraz w postaci maksymalnej dopuszczalnej amplitudy sterowania

lu(t)] <1, te0,t],

A= <_\/f_7§2 V?) B- (2) u(t).

Zapisujemy zmodyfikowany funkcjonal Lagrange’a

gdzie

t1
CN}’(Z, A\ u) = / (1 + M) (3(t) — Az(t) — Bu(t)) + K(u(t)))dt
0
oraz rOwnania Eulera-Lagrange’a

At) = —ATA(t), 2(t) = Az(t) + Bu(t), K,(u(t))=\(t)B,
gdzie
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Z réwnania optymalnego sterowania wynika, ze

i(t) = sign(As(t)).

W zwiazku z tym analizujemy rozwiazanie rownan sprzezonych przyjmujacych

w zapisie skalarnym postac
Ai(t) = EM(t) + V1= EXa(t)
=1 =8N (t) + EA(?)

Wyznaczamy rozwiazanie uktadu réwnan sprzezonych jako ukladu stacjo-

narnych jednorodnych réwnan rézniczkowych
A (t) = Cretsin(\/1 — €2t + Oy,
Ao(t) = Crettcos(y/1 — €2t + Cs.

Tak wiec sterowanie minimalnoczasowe okreslone jest przez znak funkcji

typu cosat (modulowanej przez eksponente)

a(t) = sign(Cretcos(y/1 — €2t + Cy).

Wynika stad, ze sterowanie minimalnoczasowe dla oscylatora z ttumieniem

wlasnym przyjmuje wartosci +1 lub -1 i zachowuje stalawartos$¢ nie dtuzej niz

“— jednostek czasu.

Aby okresli¢ krzywa przelaczen sterowania minimalnoczasowego zapisu-

jemy rownania stanu dla u(t) = £1:

21(t) = —€21(t) + V1 = E22(1),
Zo(t) = =1 (t) — Exa(t) £ 1

i ich rozwiazanie dla 4 = +1

= /1 =&+ Crecos(y/1 — &2t + Cy),
2(t) = € — Cre ¥ sin(y/1 — €2t + Cy)

oraz dla 4 = —1

—/1 = €2+ Cre *cos(y/1 — €2t + Cy),
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2(t) = —& — Cre *sin(y/1 — €2t + Cs).

Wprowadzajac wspétrzedna biegunowe

p(t) = Cre™®, p(t) = —/1 = &% = Cy

uzyskujemy dla u(t) = 41

21(t) = VI— € = pl(t)cos o(t),

22(t) — € = pl(t)sin o(t).

Trajektoria stanu opisywana tymi rownaniami jest spirala logarytmiczna o

srodku (/1 —&2,§).

Natomiast dla @(t) = —1 uzyskujemy
z1(t) + /1= & = p(t)cos p(t),

22(t) + & = p(t)sin o(t).

Trajektoria stanu opisywana tymi rownaniami jest spirala logarytmiczna o

srodku (—+/1 — &2, =¢).

Potowa zwoju kazdej ze wskazanych spirali odpowiada —=

Ve
czasu. Pierwsze dwa kawalki krzywej przetaczen okreslone sa spiralami prze-

jednostkom

chodzacymi przez poczatek ukladu wspétrzednych. Kolejne kawalki krzywej
przetaczen okreslane sa przez osiaganie tych pierwszych kawatkéw za pomoca
potowy zwoju spirali jako przebiegu trajektorii stanu uktadu odpowiadajacego

\/1“? jednostkom czasu. Kazdemu stanowi poczatkowemu polozonemu nad

krzywa przelaczen odpowiada sterowanie optymalne @(t) = —1, a pod krzywa

- sterowanie optymalne 4(t) = +1.
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