Projektowanie ukladéw sterowania
z wykorzystaniem ich postaci kanonicznych

Niech bedzie dany uktad sterowania taki, ze nie wszystkie jego zmienne
stanu sa bezposrednio dostepne (mierzalne). Uklad pozwalajacy odtworzyé
na podstawie znajomosci sterowania i wyjscia niedostepne zmienne stanu na-
zywa sie obserwatorem stanu. Obserwatory stanu znajduja zastosowanie
m.in. do poprawy wlasnosci stabilnosciowych ukladéw sterowania za pomoca

odpowiednio dobranego sprzezenia zwrotnego.

Obiekt sterowania Obserwator stanu
u(t) ¥(t) v(t)
x(t) 7(t)
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Obiekt sterowania Obserwator stanu
u(t) ¥(t) V()|
x(t) z(t)
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Do projektowania ukladéw sterowania zastosowanie znajduja dwie charak-
terystyczne postaci rownan stanu: postaé¢ kanoniczna sterowalna i postaé
kanoniczna obserwowalna.

Niech ukiad sterowania bedzie opisywany nastepujacymi liniowymi stacjo-



narnymi rownaniami stanu i wyjscia
z(t) = Az(t) + bu(t), y(t) = cz(t),
gdzie A jest n-wymiarowa macierza kwadratowa, b jest n-wymiarowym wek-
torem kolumnowym, a ¢ jest n-wymiarowym wektorem wierszowym.
Uklad ma postaé kanoniczna sterowalna jesli macierze stanu A i stero-

wania b przyjmuja nastepujace postaci

0 0 0 0
0 0 0 0
A= ,
0 0 0 0 1
—ayp —a; —a ... —Ap—2 —Ap_—1
0
0
b=
1

W powyzszym zapisie macierz stanu jest macierza typu Frobeniusa.

Sprowadzanie ukladu sterowania do postaci Frobeniusa

Jednowymiarowy wejsciowo-wyjsciowy uklad sterowania nie majacy postaci
Frobeniusa mozna sprowadzi¢ do tej postaci stosujac liniowe przeksztatcenie

stanu
ZL’(t) = Tfi’(t), T = (B AB ... AnilB)(Bf Afo A?ile)il,

gdzie A, B sa macierzami stanu i sterowania w ukladzie pierwotnym, za$ A, By
sa macierzami stanu i sterowania o postaci Frobeniusa. Po dokonaniu tej

transformacji przechodzimy do uktadu sterowania
F(t) =T 'ATz(t) + T 'BU(t)

majacym postaé¢ Frobeniusa i stosujemy znany algorytm przesuwania biegunow
i zer uktadu o tej postaci.

Proste obliczenia pokazuja, ze
rank(b Ab A%b ... A" 7'b) = n.
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Oznacza to, ze uktad, ktérego réwnanie stanu ma posta¢ kanoniczna stero-

walna, jest sterowalny.



Uklad ma postaé kanoniczna obserwowalna jesli macierze stanu A i

wyjscia ¢ przyjmuja nastepujace postaci

0 0 0 ... 0 —a
0 0 .. 0 —a
- 01 0 .. 0 =—a ’
0 0 0 ... 0 —apo
0 0 ... 1 —Qp—1

a:<0 00 .. 0 1).

W powyzszym zapisie macierz stanu jest réwniez macierza typu Frobeniusa.

Proste obliczenia pokazuja, ze

rank | ¢A? =n

A
Oznacza to, ze uklad, ktoérego réwnanie stanu ma posta¢ kanoniczna ob-

serwowalna, jest obserwowalny.

Przeksztalcanie ukladu sterowania

do postaci kanonicznej sterowalnej

Niech bedzie dany uktad sterowania z rownaniem stanu w ogdlnej postaci
liniowej

z(t) = Az(t) + bu(t).

Uzyskiwanie postaci kanonicznej sterowalnej polega na zastosowaniu prze-

ksztalcenia liniowego wektora stanu
#(t) = Ma(t),

gdzie nieosobliwa macierz M wiaze wektor stanu x(¢) uktadu danego z wek-
torem stanu Z(t) uktadu w postaci kanonicznej sterowalnej. Stosujac prze-

ksztalcenie M do ukitadu danego otrzymujemy
z(t) = Mi(t) = MAx(t) + Mbu(t) = MAM *z(t) + Mbu(t),
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co oznacza, ze dla uktadu przeksztalconego uzyskujemy rownanie stanu

gdzie

Macierze A i A sa podobne, a zatem ich wielomiany charakterystyczne sa iden-
tyczne. Zbadamy powiazanie sterowalnosci ukladu przeksztalconego i uktadu
danego. W tym celu stosujac przeksztalcenie M okreslimy zalezno$¢ miedzy

macierzami sterowalnosci uktadu przeksztalconego i ukladu danego
Q= (b Ab A% .. A1)
= (MbMAM *Mb (MAM™")2Mb ... (MAM )"~ Mb)
Poniewaz

(MAM ™) = MAM*MAM .. MAM ™ = MA*M™!,

k razy

a zatem

Q = (Mb MAM *Mb MA2MM b ... MA" M~ Mb)
= M(b Ab A% ... A" 'b) = MQ,

gdzie @ jest macierza sterowalnosci ukladu danego. Rzedy macierzy Q i @
sa rowne ze wzgledu na nieosobliwos¢ przeksztalcenia M. Zastosowanie tego
przeksztalcenia nie wplywa na sterowalnosé uktadu. Wynika stad takze wnio-
sek, ze posta¢ kanoniczna sterowalna uktadu mozna uzyskac¢ tylko dla ukiadu
sterowalnego.

Zalozymy wiec, ze uklad dany jest sterowalny.

Zapiszemy wielomian charakterystyczny uktadu danego w postaci
det(sI — A) = 5" 4+ ap_18" " + ... + ags® + a5 + ag.

Dla okreslenia prostego algorytmu sprowadzania uktadu do postaci kano-
nicznej sterowalnej celowo jest postuzy¢ sie odwrotnoscia W macierzy M tj.

W = M~!. Dla macierzy W uzyskujemy zaleznos¢

WA= AW.



Wydzielimy kolumny macierzy W w nastepujacy sposéb
W = <wn_1 .. W W1 WQ>

Na podstawie tego zapisu uzyskujemy réownosci

0 0o .. 0 0
0 0 . 0 0
WA= (wn,l . Wy Wy w0>
0 0 0 .. 0 1
—ag —a; —Qy ... —Qp_9 —Qp_1
= (—aowo Wy 1 — QW ... W] — an_lwo)

oraz

AW:A<wn_1 Wp—o ... Wi w0> == (Awn_l Aw,_oy ... Aw Aw())

Przyréwnujac do siebie wyrazenia uzyskane dla WA i AW uzyskujemy

uktad réwnan

—agwy = Aw,,_;
oo n

Wy—1 — Wy = Awy,_o

Wy — Gp_oWo = Aw;
Wy — ap_1wo = Awy

Uzyskana zalezno$¢ pozwala na rekurencyjne obliczanie kolumn w;: dla

zadanej wartosci poczatkowej wqy obliczamy kolejno

W1 = Qp_1Wo + AUJQ

Wy = Gp_oWo + Aw;

Wy—9 = asWo + Awy,_3



Wp—1 = A Wo + Awy,_o
Pozostala , nie wykorzystana zaleznos¢ —agwy = Aw,_1, jest speliona, bo
po prostych przeksztalceniach przyjmuje ona postac

Awy, 1 + apwy = A(aiwy + Aw,_9) + agwy =

= A(a1w0 —+ A(GQUJO -+ Awn,g)) + apwy

= (aof + (IIA + (IQAQ)U)O + A3wn_3 =

= ((lo] + (llA + CLQAQ + —|— an_lA"_l —|— A”)wo = 0,

a wyrazenie w nawiasie wyzerowuje sie na podstawie twierdzenia Cayleya-
Hamiltona: kazda macierz spelia swoje réwnanie charakterystyczne.
Poszukiwana macierz W powinna takze zapewnia¢ zalozona posta¢ macie-

rzy sterowania, co oznacza, ze

Wb=5b
czyli
0
0
<wn_1 w1 w0> = =b
0
1

Wynika stad, ze wy = b i obliczanie wierszy macierzy W mozemy przepro-

wadzi¢ rekurencyjnie

Wy = b
w1 = an,lb —+ Awo

Wy = an_gb + Aw1

Wy—1 = a1b + Aw,_

Daje to w wyniku

U}O:b



wy = Ab+ a,,_1b

Wo = A2b -+ an,lAb + an,gb

Wp_1 = A" 'b + ... 4 azA%b + ay Ab + ayb

Przyklad. Niech liniowy uktad sterowania bedzie opisywany réwnaniami

&(t) = Az(t) + bu(t),

gdzie
0 1 00 0
-1 -1
. 000 .
0 00 1 0
-1 0 0 0 1

Zbadamy czy dany uklad sterowania jest sterowalny. Do tego celu wyko-

rzystamy macierz sterowalnosci

S = (b Ab A2 A3b>

W wyniku kolejnych obliczen otrzymujemy

0 -1 01
-1 0 1 0
g —
0 1 01
0 10
Badamy rzad macierzy S
0 —-1 01
-1 0 1 0
detS = det =4

0 1
1 0 10

a wiec rankS=4, co oznacza, ze rozpatrywany uktad sterowania jest stero-
walny:.

Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postac



s 1 0 0
1 0
det(sI — A) = det ° =st+ 5
1 s —1
-1 0 0 s

Zapiszemy ten wielomian w postaci
det(s] — A) = s* + a3s® + azs® + ays + ag

gdzie a3 =0, as =1, a; =0, ag = 0.
Wyznaczymy macierz przeksztalcenia liniowego pozwalajacego uzyskac¢ po-
sta¢ kanoniczna sterowalna ukladu. Algorytm wyznaczania wierszy macierzy

M przybiera dla rozpatrywanego przyktadu nastepuja postaé
wyp =b
wy = aszb + Awg
Wy = a9b + Aw;

Wy = alb + Awg

W wyniku obliczen otrzymujemy

00 -1 O

00 0 -1
W =

20 1 O

02 0 1

oraz

1 010
1 1

M =0.5 0 0
2000
0200

Natomiast posta¢ kanoniczna sterowalna ukladu bedzie nastepujaca

01 0 0 0
00 1 0 0

L (1) = . ¢

W=y 0 o 1 0| “®
00 —1 0 1



Postaé¢ kanoniczna obserwowalna liniowego ukladu sterowania

Aby okresli¢ prosty i realizowalny algorytm projektowania obserwatora
stanu o pozadanych wiasnosciach wprowadzimy uzaleznienie procesu odtwa-
rzania wektora stanu od rezultatéw tego procesu i zastosujemy przeksztalcenie
opisu uktadu do tzw. postaci kanonicznej obserwowalnej. Wspomniane uzaleznienie
procesu odtwarzania wektora stanu od rezultatéw tego procesu uzyskuje si
droga wyznaczenia réznicy wyjsé ukladu y(t) i obserwatora v(t). Dla ukladu
sterowania

#(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = Ca(t)

dzialanie proponowanego obserwatora mozna opisa¢ rownaniem
2(t) = Az(t) + Bu(t) + K(v(t) —y(t)), v(t) = Cz(t).
Odejmujac stronami powyzsze réwnania uzyskuje sie
2(t) —x(t) = A(z(t) — z(t)) + KC(z(t) — ().
Zatem blad é(t) = z(t) — z(t) odtworzenia wektora stanu spelnia réwnanie
é(t) = (A+ KC)e(t).

Warunkiem zanikania tego bledu jest wymaganie, aby wartosci wlasne ma-
cierzy A+KC byly polozone w lewej péiptaszczyniezmiennej zespolonej. Aby
obserwator mogt realizowaC swoje zadanie, nalezy dla zadanych macierzy A
i C dobra¢ macierz K sprzezenia uktadu i jego obserwatora tak, aby wspo-
mniany warunek byt spelniony. Wykazemy, Ze jest to mozliwe dla obserwo-
walnych uktadéw sterowania. Co wicej wykazemy, ze mona tak dobra¢ ma-
cierz sprzeezenia K ukladu i obserwatora, aby wartosci wlasne macierzy A+KC
mialy z géry zadane polozenia. Tak wiec proces zanikania bledu bedzie mial
zadane wlasnosci dynamiczne - w szczegolnosci bedzie miat okreslony czas za-

nikania bledu i okreslone parametry oscylacji odpowiedzi.
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Zalozymy, ze uklad sterowania ma posta¢ kanoniczna obserwowalna

&(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = cx(t),

gdzie
0 0 0 ... 0 —aq
0 —aq
o 1 0 .. 0 -
A= 2 ,c:<0 0 .0 1).
.. 0 —Up—2
0O 0 0 ... 1 —a,

Macierz A w powyzszej postaci kanonicznej obserwowalnej ukladu nazywa
sie réwniez macierza Frobeniusa. Posta¢ kanoniczna obserwowalna jest uzyteczna
przy rozwiazywaniu zadania doboru macierzy K sprzezenia obserwatora i uktadu.

Zdefiniujemy macierz K jako macierz kolumnowa

ko
3}
K=1| ..
Fn—2
kn—1
Otrzymujemy wtedy
A=A+ Ke=
0 0 0 ... 0 —a
ko
0O 0 ... 0 —m »
01 0 .. 0 —ay
| - [0 .01
0 0 0 —an_o i
0 0 0 1 —ap e
0 0 O 0 —ag + ko 0 0 O 0 —ap
0 0 0 —ay + ky 1 0 0 0 -
o 1 0 0 —ag + ko 10 1.0 0 —as
0 0 0 0 —ano+kyo 0 0 O 0 —ap_o
1 —a,_ 1+ kn1 0 0 0 —Qp_1



gdzie a; = a; — k;. Tak wiec po przeksztalceniach uzyskaliSmy macierz stanu
znowu w postaci Frobeniusa. Jak wiadomo wielomiany charakterystyczne dla

macierzy Frobeniusa A i A zapisuja sie w postaci
det(sI — A) = 8" + a,_15"" ' 4 ... + aps® + a1s + ao,

det(sl — fl) ="+ Ay 1S 4 98?4 s + Q.
Wspélezynniki a; wynikaja z zadanych wartosci wlasnych obserwatora. Tak
wiec elementy macierzy sprzezenia ukiadu i obserwatora mozna tatwo wyzna-

czy¢ 7 zaleznosci
ki :ai—di, 7::0,172,...772,—1.

Latwos$¢ wyznaczenia obserwatora ukladu w jego postaci kanonicznej obser-
wowalnej przesadza o duzej uzytecznosci praktycznej tej postaci. Pojawia sie
jednak problem sprowadzania ogdlnego liniowego ukladu sterowania do postaci
kanonicznej obserwowalnej.

Rozpatrzymy problem wyznaczania postaci kanonicznej obserwowalnej ukladu.

Niech uktad bedzie opisywany liniowym réwnaniem stanu
x(t) = Az(t) + Bu(t)

i rOwnaniem wyjscia
y(t) = cx(t).
posta¢ kanoniczna obserwowalna ukladu otrzymamy stosujac przeksztalcenie

liniowe wektora stanu

#(t) = Ma(t),

gdzie M jest macierza nieosobliwa. Podstawienie tego przeksztalcenia do

rownania stanu pozwala zapisa¢ ciag rownosci
T(t) = Mi(t) = MAx(t) + MBu(t) = MAM & (t) + M Bu(t).
Tak wiec dla ukladu przeksztalconego uzyskujemy réwnanie stanu
i(t) = AZ(t) + Bu(t),

przy czym A = MAM™' i B = MB. Natomiast réwnanie wyjécia uktadu

przeksztatconego przybierze postac

y(t) = ci(t),



gdzie
c=cM "
Zbadamy, czy zastosowanie liniowego przeksztalcenia wektora stanu nie

wplywa na obserwowalnosé¢ uktadu. W tym celu poréwnamy odpowiednie ma-

cierze obserwowalnosci

cA
cAnf2
cA"1

oraz

GA

QO
I

W wyniku obliczen otrzymujemy

z cM™1
i (M) (MAM™)
Q= =
; Z;—l (eM=Y) (MAM Y)Y (MAM™Y)..(MAM™)
n—lvrazy
cM™t c
_ cAM~! _ cA M= QM
CAn—lM—l CAn—l
tj.

Q=QM™.

Poniewaz M jest macierza nieosobliwa, wiec rzedy macierzy Q i macierzy Q
sa rowne. Zatem rzeczywiscie zastosowanie przeksztalcenia liniowego wektora
stanu nie wplywa na obserwowalnos¢ uktadu. Wynika stad takze wniosek,
ze posta¢ kanoniczna obserwowalna ukladu mozna uzyskaé¢ tylko dla ukiadu

obserwowalnego.
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Rozwiazemy zadanie dobrania macierzy przeksztalcenia M tak, aby uzy-

ska¢ po przeksztalceniu

0 0 0 0 —ao

0 O 0 —u

A _ 0 1 0 0 —a2
0 0 0 .. 0 —ap-o
0 0 ... 1 —Qp—1

oraz

c=(00 .0 1)

Dla macierzy M mamy zaleznosé¢
AM = MA.
Wydzielimy wiersze macierzy M w nastepujacy sposob

mMp—1

M = mo
my

mo

Na podstawie tego zapisu uzyskujemy réownosci

0O 0 0 .. 0 —ao
Mp—1 —@gMmg
.. 0 —a
Mp—1 — @1Myo
~ 0 1 0O ... 0 —as
AM = ™o = mMp—2 — A2My
my
0 0 —Anp—2
mo my — Gp—1My
0 0 0 1 —ap
oraz
Mp—1 mn—lA
Mmy—2... mn_gA
MA = m2 A =
mq mlA
mo m()A
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Przyréwnujac do sicbie wyrazenia uzyskane dla AM i MA uzyskujemy

uktad réownan

—agMmoy = mn_lA
Mp_1 — G1My = My A

Mp—9 — A2My = My_3A

mq — Qp—1My = moA

Uzyskana zaleznos¢ pozwala na rekurencyjne obliczanie wierszy m;: dla

zadanej wartosci poczatkowej mg obliczamy kolejno

mi1 = Qp_1Mo + moA

Mo = Ap_oMo + mlA

Mp_o = AaMgy + M, _3A
My—1 = A1 Mo + My_2A
Pozostala , nie wykorzystana zalezno$¢ —agmg = m,_1A, jest spelniona,
bo po prostych przeksztalceniach przyjmuje ona postac

agmqg + mn_lA = agmg + (a1m0 + mn_gA)A =

= agmyg + (a1m0 + (agmo + mn_gA)A)A

= mo(ao + CLlA + CLQAQ) + mn_gAS

— mO(aO[ _'_ allA + 0/2142 + + an,lAnfl —|— An) e 0’

a wyrazenie w nawiasie wyzerowuje sie na podstawie twierdzenia Cayleya-
Hamiltona: kazda macierz spelia swoje réwnanie charakterystyczne.

Poszukiwana macierz M powinna takze zapewniac zalozona postaé rownania
wyjscia, co oznacza, ze

cM =c

czyli
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(00 . 01)=| . |=c

Wynika stad, ze my = ¢ i obliczanie wierszy macierzy M mozemy przepro-
wadzi¢ rekurencyjnie
mop =2c¢C
my = ap_1€¢+ moA

My = Ap_oC+ miA

Mp—1 = Q1€+ My_oA

Daje to w wyniku

mog = 2~C
my = cA+a,_1c

my = cA% + a,_1cA + a,_sc

M1 = cA" L+ .+ a3cA? + ascA + ajc

Przyklad. Niech liniowy uktad sterowania bedzie opisywany réwnaniami

() = Az(t) + bu(t), y(t) = cx(t),

gdzie
0 100 0
1 000 1
A= b= ,c:(0010)
0 00 1 0
1000

Zbadamy czy dany uktad sterowania jest obserwowalny. Do tego celu wy-

korzystamy macierz
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C
CA
CA?
CA3

Q=

W wyniku kolejnych obliczen otrzymujemy

0 100
1 000
CA:(0010>0001:<0001>
100 0
1 0 00
0 1 00
CA2:<0010> :<—1000>
1 00
0 -1 00
0 1 00
1 0 00
CA3:<0010> :(o —100)
100
1 0 00
Zatem
C 0 0 10
CA 0 01
o= =
CA 1 00
CA3 0 -1 0 0
Badamy rzad macierzy @)
0 0 10
1
det() = det 00 =1
1.0 00
0 -1 0 0

a wiec rank()=4, co oznacza, ze rozpatrywany uktad sterowania jest ob-
serwowalny. Tak wiec mimo tego, ze dostepna do pomiaru jest tylko jedna
sposrod czterech wspolrzednych stanu, istnieje mozliwosé otworzenia calego

wektora stanu.
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Wielomian charakterystyczny macierzy A ma postac

s -1

det(s] — A) = det

S »w O O
™
(N

Zapiszemy ten wielomian w postaci
det(s] — A) = s* + ass® + azs® 4+ a5 + ag

gdzie a3 =0, as = —1, a1 =0, ag = 0.
Wyznaczymy macierz przeksztalcenia liniowego pozwalajacego uzyskac¢ po-
sta¢ kanoniczna obserwowalna uktadu. Algorytm wyznaczania wierszy macie-

rzy M przybiera dla rozpatrywanego przyktadu nastepuja postac
mog =~=C¢C

my = azc + moA
My = aoC + My A
ms = a1¢ + meA

W wyniku obliczen otrzymujemy

mgzc:<0 01 0)

0100
1 000
m1:a36+m0A:<0 01 0) :<0 00 1)
0 00 1
100 0
0100
1 000
mgzagc—f—mlA:(O 0 —1 0>+<0 00 1) z(—1 0 —1 0)
0 00 1
100 0
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m3:a10+m2A:<—1 0 —1 0)

o O O =
o O o O
oS = O O

-1
Macierz przeksztalcenia M jest wiec nastepujaca

0 -1 0 -1

—1 _
M- 0 1 0
0o 0 0 1
0o 0 1 0

Uklad przeksztalcony ma posta¢ kanoniczng obserwowalng

B(t) +

o O = O
o = O O
_ o O O
o = O O
S = O N

u(t), y(t):(O 00 1)

:(0 10 —1)

Z(t)

Wyznaczymy poszukiwany obserwator stanu na podstawie poréwnania wie-

lomianéw charakterystycznych uktadu wyjsciowego i obserwatora.

Dla uktadu wyj$ciowego mamy

det(sI — A) = s* + azs® + azs® + ars + ag,

gdzie a3 =0, as = —1, a1 =0, ag = 0.

Dla obserwatora zadajemy wielomian charakterystyczny w postaci

det(sI — A) = (s +5)* = s* + a3s® + dp5 + ay5 + o,

odzie @3 = 20, @y = 150, a; = 500, o = 625.

Wymagania postawione w stosunku do obserwatora oznaczaja, ze proces

nia co najmniej Ct3e~5t,

Obliczamy pomocnicze wspdlczynniki

ki:ai—di, i:071,2,3
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i uzyskujemy macierz sprzezenia obserwatora uktadu przeksztalconego do po-

staci kanonicznej obserwowalne;j

ko —625
N i _
L 500

ko 151

ks —20

Stosujac macierz przeksztalcenia M przejdziemy od macierzy stanu obser-

watora uktadu przeksztalconego do macierzy stanu obserwatora uktadu wyjsciowego
A+ Ké=MAM™'+ MKcM ™' = M(A+ Ke)M™,

co oznacza, ze powrdt do macierzy stanu obserwatora ukladu wyjsciowego za-

pewnia zwiazek miedzy macierzami sprzezenia zwrotnego tych uktadow postaci
K=M"K.

7 zaleznosci tej wyznaczamy macierz sprzezenia zwrotnego obserwatora

stanu ukladu wyjsciowego

0o -1 0 -1 —625 920
Ko MR- -1 0 -1 0 _ —500 _ 776
0o 0 0 1 —151 —20
0O 0 1 O —20 —151

Tak wiec dla ukladu sterowania opisywanego rownaniami
&(t) = Az(t) + Bu(t), y(t) = cx(t)
okredlilismy obserwator stanu opisywany réwnaniami
2(t) = Az(t) + Bu(t) + K(v(t) —y(t)), v(t) = cz(t),

gdzie macierz sprzezenia zwrotnego miedzy uktadem wyjsciowym i obserwato-
rem zostala wyznaczona z wykorzystaniem transformacji uktadu wyjsciowego
do postaci kanonicznej obserwowalnej z macierza stanu typu macierzy Frobe-

niusa.
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Inaczej méwiac z wyjsciowym uktadem sterowania

0 100 0

1 00 0 -1
i(t) = t) + t),
O I E O R N RO

-1 0 0 0 1

y(t)z(() 0 1 0> x(t)

wiazemy obserwator stanu opisywany rownaniami

0 100 0 520
1 00 0 -1 776
(1) = t) + t) + t) — 2()),
ZOR I EORS I FORS I ICOEFI0)
-1 0 0 0 1 —151

o(t) = (o 0 1 o) 2(1),
ktéry zapewnia odtwarzanie wektora stanu z(t) ukltadu wyjsciowego przez wek-

tor stanu obserwatora z(t) z szybkoscia zanikania bledu e(t) = z(t) — z(t) =~
Ctde ™t
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Zastosowanie obserwatora stanu do stabilizacji ukladu

przez sprzezenie zwrotne od odtworzonego wektora stanu

Stabilizacje ukladéw sterowania mozna w wielu przypadkach osiagnaé¢ po-
przez zastosowanie sprzezenia zwrotnego od wektora stanu. Jesli jednak nie
wszystkie zmienne stanu sa dostepne, to taka stabilizacja moze nie by¢ sku-
teczna. W tym przypadku nasuwa sie pomyst wykorzystania obserwatora
stanu. Poniewaz odtworzony wektor stanu obarczony jest btedem, wiec nalezy
sprawdzi¢ skutecznos¢ tej ostatniej stabilizacji.

W ukiadzie stabilizacji z obserwatorem stanu dla sterowania ukladu wyjscio-
wego zapisujemy zaleznosé
u(t) = Kz(t),

przy czym K jest macierza sprzezenia zwrotnego od odtworzonego wektora
stanu w odroznieniu od macierzy K sprzezenia obserwatora. Tak wiec réwnanie

stanu ukladu wyjsciowego przybierze postac
&(t) = Az(t) + BKz(t).
Natomiast rownanie stanu obserwatora zapiszemy w postaci
2(t) = Az(t) + Bu(t) + K(v(t) — y(t)) = Az(t) + Bu(t) + KC(2(t) — z(t)).
Wykorzystujac btad odtwarzania
e(t) = z(t) — z(t)

przedstawimy powyzsze réwnania jako réwnania stanu dla wektora (z7(t), e (¢))T
x(t) = Az(t) + BKz(t) = Az(t) + BK(e(t) + z(t)) = (A+ BK)x(t) + BKe(t),
é(t) = 2(t)—a(t) = Az(t)+Bu(t)+ KC(z(t)—x(t))— (Ax(t)+ Bu(t)) = (A+KC)e(t).
Laczny zapis tych réwnan daje w wyniku

(j;(t)) _ (A +BK  BK ) w(t) (ma))

é(t) 0 A+ KC e(t)
Oznacza to, ze réwnanie charakterystyczne ukladu stabilizacji z obserwa-

torem jest nastepujace

det(sI — (A+ BK))det(s] — (A+ KC)) = 0.

22



Zgodnie z otrzymana zaleznoscia zbior pierwiastkéw wielomianu charaktery-
stycznego uktadu stabilizacji z obserwatorem sktada sie z pierwiastkow wielo-
mianu charakterystycznego macierzy A+ BK oraz z pierwiastkow wielomianu
charakterystycznego macierzy A + KC. Dla uktadu sterowalnego i obserwo-
walnego mozemy za pomoca doboru macierzy K i K uzyskac¢ zadane polozenie
pierwiastkéw rozpatrywanych wielomianéw w lewej poélptaszcezyznie zmiennej
zespolonej. Wtedy jedynym punktem réwnowagi ukladu stabilizacji z obser-
watorem jest punkt zerowy i jest on asymptotycznie stabilny. Tak wiec uklad
realizuje zadanie stabilizacji zerowego punktu réwnowagi uktadu wyjsciowego

i rownoczesénie zapewnia zanikanie bledu odtwarzania jego wektora stanu.
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Obserwator ukladu sterowania przy zakléceniach o znanych sta-
tystykach

Rozwazmy liniowy niestacjonarny uktad sterowania poddany zakiéceniom

w postaci biatego szumu, opisany réwnaniami
X(t) = A(WX(1) + BOU(t) + Wi(t), (»)

Y(t) = C()X(t) + Walt),

przy czym X (t) jest n-wymiarowym wektorem stanu, U(t) jest m-wymiarowym
wektorem sterowania, Y(t) jest p-wymiarowym wektorem wyjsé, a Wi(t) i

Wy (t) sa wektorowymi bialymi szumami o wymiarach odpowiednio n i p.

Niech
wo= (10).

Zalozymy, ze szumy Wi (t) 1 Wa(t) sa nieskorelowane, a ich macierz inten-

(v o
v<t>—<0 w)),

gdzie Vi(t), Va(t) sa odpowiednio intensywnosciami Wi (t) i Wa(t). Zalozymy,

sywnosci jest postaci

ze Vo(t) jest macierza dodatnio okreslona tj.
Va(t) >0, t>0.

Niech myx, oznacza wartosé oczekiwana wektora stanu X (¢) w chwili poczatkowe;
toi
mx, = E[X(to)]

i niech Wy, oznacza macierz wariancji tego wektora:
Wx, = B{[X(to) — mx,][X (to) — mx,]" }.

Do danego uktadu dolaczamy obserwator opisany niestacjonarnym réwnaniem
stanu

Z(t) = Ao(t) Z(t) + Bo(t)U(t) + Bi ()Y (1),
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przy czym Z(t) jest n-wymiarowym wektorem stanu obserwatora, a
Ao(t), Bo(t), Bi(t)

sa macierzami o wymiarach odpowiednio n X n, n X m, n X p. Macierze te

dobierzemy na podstawie réwnosci
Ag(t) = A(t) — K(@)C(t), Bo(t) = B(t), Bi(?),

przy czym K (t) jest dowolng macierza niestacjonarng. Uwzgledniajac te zaleznosci

przeksztatcamy réwnanie obserwatora do postaci
Z(t) = A()Z(t) + BO)U(t) + K(t)(y(t) = CX(2)). ()

Niech
E(t)=X(t)— Z(t)

bedzie bledem (uchybem) odtwarzania wektora stanu X (t) przez rozpatrywany
obserwator.
Jako$¢ odtwarzania wektora stanu przez obserwator ocenia¢ bedziemy za

pomoca wskaznika jakosci o postaci
J = E[ET(1)Q(H)E(1)],

przy czym Q(t) jest dodatnio okreslong macierza wag, zas £ jest operatorem
wartosci oczekiwanej. Zadanie doboru obserwatora formutujemy w ten sposob,
ze nalezy okresli¢ stan poczatkowy obserwatora Z(ty) oraz macierz K (t) tak,
aby wskaznik jakosci J osiggal minimum.

Twierdzenie: Stan poczatkowy obserwatora Z(ty) i macierz K (t) obser-

watora zapewniajace minimum wskaznika jakosci J sa okreslone zalezno$ciami
Z(to) =Mmx,,

K(t) = We(t)CT(OVy (1) (t > to),

przy czym pomocnicza macierz Wg(t) jest rozwiazaniem réwnania Riccatiego

0 postaci
Wi(t) = A We(O)+Wi(t) AT () =Wi()CT )V, (O COWEr(t)+VA(t) (t = 1),
z warunkiem poczatkowym

Wg(ty) = W,.
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Dowéd:

Przepiszemy réwnanie obserwatora w postaci
Z(t)=A)Z(t) + BOU®) + K@) (CH)X(t) + Wa(t) — C(t)Z(t))
i odejmiemy je od rownania danego uktadu
X(t) = A()X(t) + B(t)U(t) + W (1)

uzyskujac

X(t) = Z(t) = (A(t) = K(t)C())(X () = Z(1)) + Wi(t) — K () Wa(?).
Oznacza to, ze blad odtwarzania wektora stanu spelnia réwnanie rézniczkowe

E(t) = (At) = KQ)C)E() + (I — K(1))W(t)
z warunkiem poczatkowym
E(ty) = X(to) — Z(to).

Wykazemy, ze wskaznik jakosci odtwarzania wektora stanu mozna przeksztatci¢

do postaci

J = E{ET(QME(t)} = mp(t)Qt)mp(t) + tr(We()Q(t)),

przy czym my(t) jest wartodcia oczekiwana F(t), Wi(t) jest macierza wariancji

E(t), a tr oznacza $lad macierzy. Oznaczajac
E(t) = Eo(t) + mg(t), Eo(t) = E(t) —mg(t),
mozemy przeksztalci¢ wyrazenie dla wskaznika jakosci jak nastepuje
J = E{(Eo(t) + me(t)" Q(t)(Eo(t) + me(t))}

= E{E; ()Q() Eo(t)} +mp()Q(t)E{Bo(t)}+
E{E; ()}Q(t)ym(t) + E{mE()Q(t)me(t)}
= E{E; Q) Eo(t)} + mp(t)Q(t)ms(t),

gdyz
E{Eo(t)} =0, E{mpt)QH)mp(t)} = mp(t)Q(t)mp(t).
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Niech ¢;;(t) oznacza element macierzy ()(t) polozony w i-tym wierszu i j-
tej kolumnie, a Ey;(t) - i-ta skladowa wektora Ey(t). Stosujac te oznaczenia

mozemy napisac

ELES (DQMEo(t)} = Y €{ay (1) Ewi(1)Euj (1)}

3,j=1

> aELEu() Eo; (1)} = D au()Wi, (1) = tr(We(H)Q(1)),

i,j=1 tj=1
przy czym WEJ (t) = E{Eoi(t)Fo;(t)} jest (i, j)-tym elementem macierzy Wg(t).
Tak wiec wskaznik jakosci jest suma dwéch sktadowych

J=Ji+ Jo,

gdzie
Sy =mp(OQM)me(t), J»=tr(We(t)Q(t)).

Skitadowa J; jako dodatnio okreslona forma kwadratowa osigga minimum
dla mg(t) = 0. Wykazemy, ze zachodzi to w przypadku, gdy Z(to) = mx,.
Roéwnanie rézniczkowe dla uchybu odtwarzania stanu poddamy dziataniu ope-

ratora wartosci oczekiwanej uzyskujac

gdyz
E{mp(t)} = mp(t), E{W({t)} =0.

Z definicji uchybu odtwarzania stanu F(t) = X(t) — Z(t) wynika, ze mg(tg) =
mx, — mx, = 0. Wielkos¢ mg(t) = 0 réwniez dla ¢ > 0, poniewaz jest ona
rozwiazaniem liniowego autonomicznego rownania rézniczkowego z zerowym
warunkiem poczatkowym.

Do minimalizacji sktadnika .J5 zastosujemy znana z teorii proceséw stocha-
stycznych wlasnosé macierzy wariancji procesu stochastycznego X (¢) bedacego

rozwiazaniem rownania rézniczkowego
X(t) = AD)X(t) + Bt)W(¢).
Macierz wariancji W (t) procesu X (t) spelnia réwnanie rézniczkowe o postaci
Wy (t) = At)Wx (t) + Wx(t) + Wx ()AL (t) + B(t)V (t) B (t)
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z warunkiem poczatkowym
WX (to) - WXo-

7, zastosowania tego twierdzenia do rownania rézniczkowego dla uchybu odtwa-
rzania stanu wynika, ze macierz wariancji Wg(t) uchybu E(t) spelnia réwnanie

rozniczkowe

Wi(t) = (A(t) = KOCE)We(t) + We(t)(A(t) — K(

W) o I\
+(1 -K®) ( . Vz(t)) (—KT(t)) _

= (A(t) = K(6)C(0)We(t)+ Wi (t) (At) ~ K(£)C ()T +Vi(t)+ K (t)Va(t) KT (2)

~
~—
Q
=
~—
~—
!
_|_

z warunkiem poczatkowym
We(to) = W,
Biorac pod uwage, ze
(A(t) = K()C(t) = (AT(t) = CT KT (1)),

dokonujac zamiany t na t* —t i podstawiajac Wg(t) = P(t* —t) (t* = to+ty).

mozemy rownanie dla wariancji uchybu napisa¢ w postaci
—P(t) = (AT(t* —t) — CT(t* — ) KT(t* — )T P(t)+

PtY(AT(t —t) = CT(t* — ) KT (t* — t))+
VIt —t) + Kt =)Vt — ) KT (t* —t) (t < tp),

a warunek poczatkowy zastapi¢ warunkiem koncowym
P(ty) = Wy,.
Wykazemy, ze forma kwadratowa
F(t) =" () P(t)(t)

okreglona za pomoca macierzy P (t) bedacej rozwiazaniem ostatniego réwnania

rozniczkowego przybiera wartos¢ minimalna, gdy
KTt —t) =V, Yt —t)Ot* —t)P(t),
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przy czym P(t) jest rozwiazaniem réwnania Riccatiego o postaci
—P(t) = P()AT(t* —t) + A(T* — t)P(t) + Vi (t* — t)—

P(O)CT(t" =)V (" = )C(t" = O)P(t) (¢ < T),

z warunkiem koncowym

P(ty) = Wx,.

Rozwazmy obiekt opisany rownaniem stanu
i(t) = AT(t" —t)z(t) + CT(t* — t)u(t)
objety ujemnym sprzezeniem zwrotnym
u(t) = =K1 (t* — t)x(t)

oraz wskaznik jakosci o postaci

ti
I(t) = / (2T (VI — (1) + ol (P)Va(t' — t)u(r))dr + 27 (1) Wi, 2(ts).
t
Dla obiektu ze sprzezeniem zwrotnym rownanie stanu przybierze postacé
i(t) = (AT(t" —t) = CT(t* — ) KT (t* — 1))z (t),

a wskaznik jakosci mozna zapisaé jako
tr
I(t):/ (2T (1) Vit =)+ Kt —t)Vao(t* —t) KT (t* =) (7)dr+a" (t) W,z (t1,).
t

Wykazemy, ze wskaznik jakosci I(t) jest réwny formie kwadratowej F'(t)
bedacej rozwiazaniem réwnania rézniczkowego dla P (t) z zadanym warunkiem

koficowym. Rézniczkujac wskaznik jakosci 1(£) otrzymujemy
I(t) = =T () (Vi (t* —t) + K(t* — t)Va(t* — t) KT (t* — t))x(t).
7 kolei rézniczkujac forme kwadratowa F(t) uzyskujemy
F(t) = iT () PO)a(t) + 2T P()x(t) + o7 () P()i(t) =
= 2T () (AT(t" —t) = CT(t" — )K" (¢ — 1))"P(t)+
P(t) + P(t)(AT(t" — t) — CT(t* — ) KT (t* — 1)) a(t).
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Przyréwnujac do siebie powyzsze pochodne, a co za tym idzie formy kwadra-
towe po prawej stronie rownan uzyskujemy réwnanie rézniczkowe dla ]5(15), a
warunek koncowy dla tej wielkosci wynika z wyrazenia dla I(tx). Z okreslenia
pomocniczego obiektu sterowania i jego wskaznika jakosci wynika, ze opty-
malne rozwiazanie problemu LKSO dla tego obiektu jest reprezentowane przez
macierz K7 (t* —t) , a co za tym idzie przez macierz P(t) bedaca rozwigzaniem
rownania Riccatiego przy zadanym warunku koncowym. Réwnanie rézniczkowe
dla P(t) po podstawieniu zaleznosci dla K7 (t* —t) przybiera postaé¢ réwnania
dla P(t). Wynika stad, ze

P(t) = P(t) (t € [to, ti])-
Podobnie z poréwnania réwnan dla W (t) i Wg(t) wynika, ze
Wi(t) > We(t) (t € [to,t]), tr(We()Q(1) = tr(We(H)Q(1)).

Oznacza to, ze macierz K(t) okreslona w twierdzeniu zapewnia minimum
wskaznika jakosci J. [

Z powyzszych rozwazan wynika nastepujacy algorytm syntezy optymal-
nego obserwatora przy zakléceniach o znanych statystykach:

1) Majac dane macierze A(t), C(t),Vi(t), Va(t) i Wy, okreslamy réwnanie
Riccatiego dla Wg(t) z zerowym warunkiem poczatkowym.

2) Stosujac jedng z numerycznych metod rozwigzywania réwnan rézniczkowych
Riccatiego wyznaczamy macierz Wg(t).

3) Okreslamy macierz K (t) optymalnego obserwatora z zaleznosci K (t) =
Wg(t)CT (t)Vy ' (t).

Przyklad: Niech bedzie dany liniowy obiekt sterowania opisany rownaniami

stanu i wyjscia

X(t) = (8 ;) X(t) + (1) Ut) + (?) Wi (e),

Y(t) = (1 o) X (1) + Wa(t),

gdzie Wi(t) 1 Wa(t) sa skalarnymi nieskorelowanymi bialymi szumami o tej
samej stalej niezaleznej od czasu intensywnosci V. Okreslamy réwnanie Ric-

catiego dla pomocniczej macierzy Wg(t)

30



Wi(t) (8 ;) qut}+ﬂﬁxt)<? g>-%<? ;i>—4wb(w <g>x/—1(1 0) Wi (h).

przy czym

oraz

W5 (0) = 0.

W tym przypadku macierz K(t) optymalnego obserwatora redukuje si¢ do

fwn®))
K@_<Mﬁ9v.

macierzy kolumnowej
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