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Optymalizacja statyczna funkcji

Funkcja celu/kryterialna/kosztów

Q(x) → min
x

x∗ = argmin
x
Q(x)

Ograniczenie

x ∈ X , gdzie X —zbiór rozwiązań dopuszczalnych

Cel
Znaléźc takie x∗ ∈ X , że dla każdego x ∈ X zachodzi

Q(x∗) ≤ Q(x)
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Pojęcie funkcjonału

uogólnienie pojęcia funkcji
mapowanie przypisujące funkcji x(t) liczbę Q

x(t)→ Q

Przykłady

Q = max
t∈R
|x(t)| , Q =

∫ b

a
x2(t)dt
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Optymalizacja dynamiczna

Chodzi o znalezienie takiej funkcji x∗(t) ze zbioru dopuszczalnego
X , że dla każdej funkcji x(t) ∈ X zachodzi

Q {x∗(t)} ≤ Q {x(t)}
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Sformułowanie problemu
Zadanie sterowania optymalnego obiektem nieliniowym

x ′(t) = f (x(t), u(t), t) , t ∈ [t0, tk ]
zminimalizowác wskáznik jakósci (koszt sterowania)

G (x , u) =
∫ tk

t0
g (x(t), u(t), t) dt, g (x(t), u(t), t) —koszt chwilowy

przy danym stanie początkowym x0 i końcowym xk , tj

x (t0) = x0 i x (tk ) = xk

i ograniczeń nałożonych na proces sterujący

u(t) ∈ U, U —zbiór sterowań dopuszczalnych

Problem jest nieskończenie wymiarowy !!!
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Przykładowe kryteria

sterowanie minimalnoczasowe

g (x(t), u(t), t) = 1

G (x , u) =
∫ tk

t0
1dt = tk − t0

sterowanie minimalnoenergetyczne

g (x(t), u(t), t) = u2(t)

G (x , u) =
∫ tk

t0
u2(t)dt

całka z kwadratu stanu i sterowania

G (x , u) =
∫ tk

t0

(
xTQx + uTRu

)
dt

problem ze swobodnym stanem końcowym

G = F (x(tk ))
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Rachunek wariacyjny
Minimum lokalne funkcji (przypomnienie)

Funkcja Q(x) ma w punkcie x∗ minimum lokalne jésli istnieje takie
ε > 0 (dowolnie małe otoczenie), że

‖x − x∗‖ < ε =⇒ Q(x) ≥ Q(x∗)

Jésli funkcja Q(x) jest różniczkowalna to

Q ′(x∗) = 0.

Wnioskowanie w drugą stronę jest nieprawdziwe !!!
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Rachunek wariacyjny
Pojęcie otoczenia w przestrzeni krzywych

Zdefiniujmy normę funkcji

‖x(t)‖ = max
t∈[t0,tk ]

|x(t)|+ max
t∈[t0,tk ]

∣∣x ′(t)∣∣
FunkcjonałQ {x(t)} osiąga lokalne minimum na krzywej x∗(t)
jésli istnieje takie ε > 0 (otoczenie w przestrzeni krzywych), że

‖x(t)− x∗(t)‖ < ε =⇒ Q {x(t)} ≥ Q {x∗(t)}
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Rachunek wariacyjny
Równanie Eulera-Lagrange’a

x ′(t) = f (x(t), u(t), t) → u(t) = F
(
x(t), x ′(t), t

)
g (x(t), u(t), t) = g

(
x(t),F

(
x(t), x ′(t), t

)︸ ︷︷ ︸, t
)
, g̃

(
x(t), x ′(t), t

)
Jeżeli funkcjonał(funkcja kosztów)
G {x(t)} =

∫ tk
t0
g̃ (x(t), x ′(t), t) dt ma minimum lokalne na

krzywej x∗(t), to spełnione jest na niej równanie Eulera-Lagrange’a

g̃x (t) =
d
dt
g̃x ′(t), dla t ∈ [t0, tk ]

gdzie

g̃x (t) =
∂

∂x
g̃
(
x(t), x ′(t), t

)
i g̃x ′(t) =

∂

∂x ′
g̃
(
x(t), x ′(t), t

)
Jest to warunek konieczny, niewystarczający !!!
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Mnożniki Lagrange’a

Jeżeli funkcja f (x) : Rn → R (tzn. x jest wielowymiarowe) ma
ekstremum warunkowe w punkcie x∗, przy warunku G (x) = 0,
gdzie G (x) : Rn → Rm , to w punkcie x = x∗ spełoniny jest układ
równań {

f ′(x) = Λ ◦ G ′(x)
G (x) = 0

gdzie
Λ = (λ1,λ2, ...,λm)

T

λ1,λ2, ...,λm —tzw. mnożniki Lagrangea
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Mnożniki Lagrange’a

Metoda mnożników Lagrange’a — technika pozwalająca na
sprowadzenie zadania optymalizacji z ograniczeniami do zadania
bez ograniczeń
Przykład. Zminimalizowác funkcję

f (x , y) = x + y

przy ograniczeniu, że punkt (x , y) leży na okręgu jednostkowym, tj.

x2 + y2 = 1,

czyli
G (x , y) = 0, gdzie G (x , y) = x2 + y2 − 1
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Mnożniki Lagrange’a

Tworzy się funkcję

F (x , y) = f (x , y) + λG (x , y)

Można pokazác, że warunkiem koniecznym istnienia ekstremum w
punkcie (x , y) jest 

∂
∂x F (x , y) = 0
∂

∂y F (x , y) = 0
G (x , y) = 0



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Mnożniki Lagrange’a

W naszym przykładzie 
1+ 2λx = 0
1+ 2λy = 0

x2 + y2 − 1 = 0

co prowadzi do rozwiązania x = y , 2x2 = 1, a zatem

x = y =

√
2
2
, lub x = y = −

√
2
2

Można zastosowác tw. Weierstrassa, bo okrąg jest zwarty
(domknięty i ograniczony)
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Zasada maksimum Pontryagina, funkcja Hamiltona

x ′(t) = f (x(t), u(t), t) , t ∈ [t0, tk ]

G (x , u) =
∫ tk

t0
g (x(t), u(t), t) dt

Funkcja Hamiltona (hamiltonian)

H (λ(t), x(t), u(t), t) , −g (x(t), u(t), t)+ 〈λ(t), f (x(t), u(t), t)〉

gdzie

〈λ(t), f (x(t), u(t), t)〉 = λT (t)f (x(t), u(t), t)
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Zasada maksimum Pontryagina, warunek konieczny
optymalnósci

Jeżeli (x∗, u∗) jest optymalnym procesem sterowania, to sterowanie
u∗ maksymalizuje hamiltonian problemu tj.

H (λ∗(t), x∗(t), u∗(t), t) = max
u∈U

H (λ∗(t), x∗(t), u(t), t)

gdzie λ∗(t) (tzw. funkcja sprzężona) spełnia liniowe równanie
różniczkowe (tzw. sprzężone)

λ′∗(t) = −f Tx (x∗(t), u∗(t), t) + gTx (x∗(t), u∗(t), t)

z warunkiem końcowym

λ∗(tk ) = 0.
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Zasada Bellmana
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Poszukiwanie trajektorii optymalnej
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Zasada Bellmana

Jeżeli optymalną trajektorią z punktu A do punktu D jest
trajektoria

A→ B → C → D,

to optymalną trajektorią z punktu B do punktu D jest trajektoria

B → C → D.

(tzn. kóncówka trajektorii optymalnej jest optymalna sama w
sobie, strategia optymalna nie zależy od historii procesu)
Dowód - nie wprost, oczywisty.



Optymalizacja Sterowanie optymalne Rachunek wariacyjny Mnożniki Lagrangea Zasada maksimum Zasada Bellmana LQR

Zasada Bellmana
Funkcja Bellmana

S (x(t), t) , min
t∈U [t ,tk ]

∫ tk

t
g (x(τ), u(τ), τ) dτ,

przy warunku x(tk ) = xk

Funkcja S (x(t), t) okrésla jaki jest najmniejszy możliwy koszt
dotarcia do stanu końcowego xk w chwili tk , jeżeli w chwili t
obiekt znajduje się w stanie x(t).
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Zasada Bellmana
Równanie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana HJB

S (x(t), t) , min
t∈U [t ,tk ]

(∫ t+∆t

t
g (x(τ), u(τ), τ) dτ + S (x(t + ∆t), t + ∆t)

)
po rozwinięciu funkcji S (x(t + ∆t), t + ∆t) w szereg Taylora
względem punktu S (x(t), t) i przej́sciu ∆t → 0 otrzymuje się
równianie Hamiltona-Jacobiego-Bellmana

−St (x(t), t) = min
u(t)∈U

(g(x(t), u(t), t) + Sx (x(t), t) f (x(t), u(t), t))

gdzie

St (x(t), t) =
∂

∂t
S (x(t), t) i Sx (x(t), t) =

∂

∂x
S (x(t), t)
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Zasada Bellmana
Programowanie dynamiczne (metoda postępowania)

1 Minimalizujemy prawą stronę równania HJB traktując x ,
Sx (x , t) i t jako parametry, uzyskujemy

u (x ,Sx (x , t), t) .

2 Wstawiamy u (x , Sx (x , t), t) do równania HJB.
3 Rozwiązujemy je przy warunku granicznym

S (x , tk ) = 0.
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Regulator liniowo kwadratowy (LQR)

x ′(t) = Ax(t) + Bu(t)

kwadratowa funkcja kosztów

G = xT (tk )F (tk )x(tk )︸ ︷︷ ︸
koszt stanu końcowego

+
∫ tk

t0

(
xTQx + uTRu

)
dt
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LQR —optymalne sterowanie

Zastosowác sprzężenie zwrotne od stanu

u(t) = −Kx (t) ,
gdzie

K = R−1BTP(t),

zás P(t) jest rozwiązaniem równania różniczkowego Riccatiego

ATP(t) + P(t)A− P(t)BR−1BTP(t) +Q = −P ′(t),

z warunkiem brzegowym

P(tk ) = F (tk ).

rozwiązanie wyznaczone analitycznie

układ odporny na zakłócenia
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