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WSTEP

Skrypt niniejszy ma za zadanie przedstawi¢ metody obliczenio-
we optymalizacji, w odréznieniu od podstaw teoretycznych, Uzna-
no, ze uzytkownicy tego skryptu w zasadzie znaja teori¢ optymali-
zacji, lecz brak im umiejetnesSci rozwigzywanla zadaf praktycz-
nych., W rozwigzywaniu tym, jak mozna przewidzieé, role podsta-
wowg odgrywa elektroniczna technika obliczeniowa, Tym niemniej,
raczej dla wygody Czytelnika niz w celu wykladowym, w skrypcie
przedstawione sa w skrécie najwazniejsze rezultaty wspélczesnej
teorii optymalizacji; podana jest réwniez odpowiednia Zrddiowa li-
teratura, .

Skrypt opracowany byl z mySly o studentach specjalnoéci auto-
matyka; nie oznacza to oczywiScie, ze przedstawione tu metody
obliczeniowe sa specyficzne dla automatyki, Zadania optymalizacji
wystepuja w wielu dziedzinach, a po ich matematycznym sformuto-
waniu przestaje by€ istotnd, z jakiego konkretnego problemu powsta-
ty. Specyfika automatyki odbila si¢ na skrypcie w ten sposéb, ze
bardzo malo uwagi po$wigcono zadaniom programowania liniowego,
Zagadnienia optymalizacji proceséw produkcyjnych prowadza bo-
wiem zazwyczaj do zadad programowania nieliniowego lub zadaf
optymalizacji dynamicznej, W zwigzku z tym skrypt niniejszy po-
Swigcony jest w zasadzie metodom, stuzacym do rozwiazywania za-
dafi nastepujacych:

a. Znale#é

mLaX [f(}_;) = f(x,], Xys ...,Xn)]. ('W

gdzie f(x) jest funkcja n  zmiennych X Xpseow Xy

- przy warunkach ubocznych ("ograniczeniach')
g <, =,2}b, i=1...m, @)

gdzie gi(g) s3 funkcjami zmiennych xq, X2y +e. Xps @ b; dany-

R .. . s . : S A
mi liczbami; rozwiazania tego zathania sg liczbami g0 Xpreee Epo



b, ZnaleZé

max {Q[)_c(t), ult), t] = Q[x,l(t),...xn(t), ‘u,l(t),...ur(t), t:” 3)

gdzie Q [)_;(t), ult), t] jest, funkcjonatem okrefélonym na funkcjach
zmiennej niezaleznej t, t ¢ [t s to
- przy warunkach ubocznych (‘wigzach')

%= i(’_{: u, t): (4)

gdzie (4) oznacza uklad n réwnaf rézniczkowych pierwszg}g{o rzg-
du, tzn. % oznacza wektor ziozony z pochodnych H):—’I s —dt—z sevs
C:(Tn; rozwigzania tego zadania s3 funkcjami zmiennej niezaleznej,
ﬁ;l(t), ﬁz(t),... Gr(t), okreslonymina przedzial sterowania te[t,], tz].

Zadania typu (@) naleza do dziedziny tzw, programowania nie-
liniowego; mnazywa si¢ je tez niekiedy zadaniami optymalizacji sta-
tycznej, Posdwigcona im jest czgdé I skryptu. Zadania typu (b) na-
leza do dziedziny optymalizacji dynamicznej; w skrypcie zajmuje
sig nimi czesé II,

Jezeli, z innej strony patrzac, rozpatrywal zadania optymalie
zacji sterowania procesami produkcyjnymi, to latwo jest podzielié
je na dwie grupy.
= zadania optymalizacji stanu ustalonego,

- zadania optymalizacji dynamicznej.

W grupie pierwszej znajda si¢ przypadki wtedy, gdy proces
produkcyjny ma charakter procesu ciggtego, jak to ma np. miej-
sce w przypadku wytwarzania kwasu siarkowego z siarki czy amo -
niaku =z gazu ziemnego, Optimum &redniej wydajnosci, Sredniego
kosztu przy zadanej wydajnodci czy innego poedobnego wskaZnika
otrzymuje si¢ wéwczas najczgSciej w sytuacji, gdy bieg procesu
jest staty w czasie, Pozwala to przyja€, jako element rozwiazania
optymalnego, ze pochodne wzgledem czasu wszelkich zmiennych
53 réwne zeru. Jezeli obiekt ma state skupione, czyli jego réwna-
nia stanu s3 np, postaci (4), to zalozenie stanu ustalonego ozna-
cza, ze opis ten przyjmuje postaé réwnah typu (2)

£ u) = 0. (5

Piszac (5) zatozono dla uproszczenia, 2ze rSwnania (4) nie za-
leza od czasu, Zwiazki (s) pokazuja, e zadanie optyrnalizacji sta-
nu ustalonego sprowadzi si¢ do zadania programowania nieliniowego,
czyli zadania typu ().

Zadania optymalizacji dynamicznej proceséw produkcyjnych
powstaja przede wszystkim wdéwczas, gdy proces jest prowadzony



jako tzw, proces cykliczny. Przykiadem moze by€ proces wytopu

w piecu stalowniczym: w czasie trwania procesu zmienia si¢ tem-
peratura, skiad chemiczny itd., aby w chwili zakoficzenia procesu
osiggnaé pewne zadane wartoSci. Istotne sy zatem réwnania réz-
niczkowe, opisujace obiekt, a zadanie matematyczne przyjmuje po-
staé typu (b).

W niektérych przypadkach zadania optymalizacji stanu ustalo-
nego mogg przybraé postaé zadarf optymalizacji dynamicznej, tj.
zadad typu (b). Na przykiad, gdy w obiekcie o stafych rozlozonych
zmienne x; 53 funkcjami czasu t oraz diugosci 1, réwnania
stanu moga przyjal postal

a a

< = i(}.i, S u) ®)

gdzie x = x(, t), w = u{l, t).. W stanie ustalonym procesu réw-
nania {6) sprowadzaja sig do

1%

[~

i(z» %, 2) =0, (7)

Réwnania (7) nie sa rézniczkowe wzgledem zmiennej t, lecz
zawieraja pochodne wzgledem zmiennej 1. Jest to zatem zadanie 6p-
tymalizacji z wigzami rdzniczkowymi; jest ono typu (b), a rozwiag~
zanie bedzie w postaci \21(1), £(1), czyli w postaci funkcji zmien-
nej 1.



Czesé 1
PROGRAMOWANIE NIELINIOWE I LINIOWE

1. Podstawowe sformulowania i definicje

1.1, Zadania programowania nieliniowego i liniowego

Zadaniem programowania nazwany bgdzie problem nastepujacy:
ZnaleZé wektor %, ktéry minimalizuje badZ maksymalizuje skalar-
ng funkcje

F = £(x), (1)

spelniajac réwnoczeénie ukiad réwnaf lub nierdwnoéci o postaci
g <, =,2)b, i=1...m, (@)

przy czym x jest n-wymiarowym wektorem kolumnowym, ziozo-
nym z elementéw x4, X3,...% ., Zaklada sie¢ przy tym, 2ze znane
s3 postacie analityczne funkeji 1) oraz zaleznodci (2), jak réwniez
wartoéci statych b;, W wielu przypadkach powyzsze sformutowa-
nie uzupelnione jest dodatkowymi wymaganiami; np. Zzada sig, aby
niektére badZ wszystkie zmienne niezalezne x; byly nieujemne
(tzn. %20 dla j = 1,...n), lub tez, aby przyjmowaty tylko
okredlone wartodci dyskretne, Warto§¢ % nazwano rozwigzaniem
zadania optymalizacji (zadania programowania). Warto§é f(%) na-
zwano ekstremum warunkowym funkcji £(x).

Funkcja (1) bedzie dalej nazywana '"funkcjg celu", natomiast
zbidr zaleznoéci (2) - "zbiorem ograniczer'., W zbiorze tym w
kazdym z ograniczed moze wystepowal tylko jeden ze znakéw wy-
mienionych w zaleznoci (2). Liczba ograniczed m moze by¢ do-
wolna, to znaczy m moze zaréwno byé wigksze, mniejsze jak i
réwne n., W przypadku gdy m = 0 rogpatrywane przez nas zada-
nie sprowadza sig do problemu optymalizacji funkeji wielu zmien-
nych bez ograniczefl, Ten szczegélny przypadek ma burdzo duze
znaczenie przy poszukiwaniu ekstremum metodami iteracyjnymi i
zostanie omdéwiony oddzielnie,



Zadania programowania (optymalizacji statycznej) dzielg si¢ na
dwie podstawowe grupy:
- zadania programowania liniowego,
-~ zadania programowania nieliniowego,

Jezeli funkcja celu (1) i zbiér ograniczed 2) sa liniowe tzn,
mozna je przedstawié¢ w postaci:

n

F = f(x,],...,xn) = E °5% ()
. Jj=1
oraz
n
gi(x'l'.'.,xn) = E aij Xjr i="1...,m, (4)
J=1
przy czym state wspSiczynniki a;;. i c; s3 znane, to zadanie

nalezy do programowania liniowego, W Pprzytoczonym sformutowa-
niu warunki (4) uzupelnia sie zwykle zadaniem, aby wszystkie
zmienne byty nieujemne, tzn.

x20 j= he.om, ()
co znacznie ulatwia numeryczne rozwiazanie zadania, Zwréémy
uwage, ze wymaganie to nie zmniejsza w jakimkolwiek stopniu
ogélnosci rozwazaf, gdyz kazde zadanie, w ktérym zmienne xy
sa nieograniczonego znaku, mozna latwo sprowadzié do postaci (5).
Tak wigc, zadanie programowania liniowego polega na zmnalezieniu
nieujemnego wektora 2, ktdry ekstremalizuje liniowa funkcjeg

n

F = E c, X,
c— 1 ]
J=1-
oraz réwnoczefnie speinia zbidr ograniczed ()
n
> ey i< saz] by 1= e

J=1

Problem ten po raz pierwszy zostal rozwigzany w 1947 roku
przez G.Dantzinga, ktéry opracowat dla niego metod¢ Simpleks
stosowana z réznymi modyfikacjami do dnia dzisiejszego.

Wszystkie pozostate zadania optymalizacji typu (1) i (2), ktére
nie maja postaci (3) (4), zalicza sie do programowania nielinio-
wego, wyodregbniajgc przy tym szereg szczegblnych przypadkdw,
réznigeych si¢ pod wzgledem metod ich rozwigzywania:

1, Funkcja celu F jest nieliniowa, ograniczenia sa liniowe.

Zadanie programowania nieliniowego sprowadza sig tu do wy-
znaczenia nieujemnego wektora X, ktéry minimalizuje lub maksy-
malizuje nieliniowg funkcje



F = f(x,],... ,xn)
oraz réwnoczeénie spelnia zbidr ogranicvzeﬁ liniowych ©)
-ZL aij xj{g, =,>}bi, i='l,...,rnf

=
przy

xj> 0, j=1.00,n,

Zadanie to posiada dwa interesujace przypadki, upraszczajace
rozwigzanie, W pierwszym funkcja celu ma postaé sumy n skitad-
nikéw, z ktérych kazdy jest funkcja tylko jednej zmiennej xj. Tak
wiege

F = f(x,],...,xn)=f1(x,]) + fz(xz) L 3 in(xn> (c1)

Funkcja celu posiadajagca powyzsza wiasno$§é nazywana jest
funkcjg addytywna,

W drugim przypadku, funkcja celu moze by¢ przedstawiona ja-
ko suma formy liniowej i formy kwadratowej, a mianowicie:

n n n
F = f(x,],...,xn) = E=’ cj Xj + ZJZ/dij xi xj =
= 2
Sy, bea e X bd X0 b d R x, b+ €2)
2

* d'lnx’l b dnn *n

Tego rodzaju problem optymalizacji nazywa si¢ zadaniem pro-
- gramowania kwadratowego.

2, Funkcja celu F oraz ograniczenia s3 nieliniowe, ale za-
kladamy ich addytywno$§é, Oznacza to, ze w problemie (A) zbidr
ogramczen (2) mozna przedstawm w postaci

G pennx )= g e )+ b g &), i=..,m ®)

3, Funkcja celu F oraz ograniczenia sj nieliniowe, ale ponad-
to zadanie ma nastepujace cechy: ograniczenia sg tylko réwnoécio=
we, wszystkie zmienne x; sa nieograniczonego znaku, m«<n,
oraz zaréwno g;(x) jak 'f(x) sa ciggle i posiadaja przynajmniej
drugie pochodne, W tym przypadku zadanie ma zatem postaé:
znaleZé wektor £, ktéry ekstremalizuje funkcje

= 1lx), ®)



przy warunkach

gi(z) =b; i=%...,m

Ten typ zadania nosi nazwe ''klasycznego problemu optymaliza-
cji''s jego analityczne rozwigzanie zostalo po raz pierwszy podane
przez Lagrange’a.
Na zakoficzenie listy poszczegdlnych przypadkéw programowa-
nia nieliniowego warto wspomniel o jeszcze dwdéch jego rodzajach,
Pierwszy z nich nosi nazw¢ programowania liniowego w liczbach
catkowitych i definiowany jest tak jak problem programowania li-
niowego (B), z tym jednak, 2ze zmienne xj moga przyjmowaé tyl-
ko warto$ci catkowite, Drugi natomiast nazywany jest programowa-
niem stochastycznym; jego celem jest rozwiazanie ogélnego prob-
lemu (&), lub jego przypadkéw szczegélnych, w warunkach gdy pa-
rametry zadania (np. bi) sa zmiennymi przypadkowymi,
Wéréd metod stosowanych do rozwiazywania zadafl optymaliza-
cji statycznej wyréznié nalezy metody analityczne oraz metody nu-
meryczne, Nie istnieja jednak ani metody analityczne, ani numery-
czne, pozwalajace w sposdb ogdlny rozwigzal problem (A ). Udaje
sie to tylko w szczegdlnych przypadkach, ktérych lista prawie w
caloSci zostata przedstawiona, I tak, metody analityczne dostarcza-
ja ogdlnego narzedzia dla rozwigzywania "klasycznego problemu op-
tymalizacji' (E) oraz takiej jego modyfikacji, gdy obok ograniczed
réwnoéciowych wystepujg réwniez ograniczenia nieréwnosdciowe, Ten
ogélniejszy przypadek zostal w 1951 roku rozwiazany przez Kuhna
i Tuckera, ktérzy podali warunki konieczne i wystarczajace rozwig-
zania optymalnego. Nie trudno jednak si¢ przekonaé, ze w przypad-
ku wielowymiarowego problemu rozwigzanie analityczne staje sig
skomplikowane, Dlatego tez, przy rozwigzywaniu konkretnych prob-
leméw postugujemy si¢ .z zasady metodami numerycznymi, nato-
miast teoria Lagrange’a oraz Kuhna i Tuckera stuzy gléwnie jako
narzedzie teoretyczne, Od szeregu lat szuka sig¢ coraz efektywniej-
szych numerycznych metod optymalizacji, opartych o zastosowanie
maszyn cyfrowych, Jako reprezentacyjne metody mozna wymienié:
- metode Simpleks, stosowang do rozwigzywania zadafi programo-
wania liniowego (B),

- metodg Wolfe’a, majacg zastosowanie do rozwigzywania zadafi
programowania kwadratowego (c2),

- metody bezgradientowe minimalizacji funkcji wielu zmiennych bez
ograniczef, takie jak: Rosenbrocka, Neldera i Meada, Powella
i inne,

- metody gradientowe minimalizacji funkcji wielu zmiennych bez
ograniczefi, a wigcy najwigkszego spadku, gradientu sprzezonego,
Davidona itp.



- metody poszukiwania ekstremum funkcji celu z ograniczeniami
nieréwnofciowymi typu (2) przez wprowadzenie funkcji kary,
takie jak: Rosenbrocka, Carrolla, Powella itp,

Zwréémy uwage, ze w powyzszym wykazie nie sformulowano
dodatkowych wymagan jakie musi speiniaé funkcja f(x) oraz zbibr
ograniczef, by dana metoda byla zbiezna, Wymagania te zostang
szczegblowo omdwione przy rozpatrywaniu odpowiednich algoryt-
mdéw, dlatego na razie je pominigto, Natomiast nasuwa si¢ pytanie
dlaczego wymieniono wiele metod poszukiwania ekstremum bez
ograniczefi, kiedy interesuja nas w zasadzie zadania z ogranicze-
niami, Wynika to z tej przyczyny, Ze przy numerycznym rozwig-
zywaniu zadania programowania nieliniowego mozna adaptowaé me-
tody ekstremalizacji funkcji wielu zmiennych bez ograniczed do
przypadkéw ‘zwnierozwiklanymi ograniczeniami réwno$ciowymi.

Bardzo efektywng metoda poszukiwania ekstremum jest metoda
Simpleks i jej modyfikacje. Metod¢ te stosuje si¢ jednak jedynie
do probleméw liniowych, Stad tez, majac do rozwigzania nielinio-
wy problem optymalizacji czg¢sto usituje sig sprowadzif go droga
aproksymacji badZ odpowiednich podstawiefi do problemu liniowego,
Jeéli sig to powiedzie,. poslugujemy si¢ nastepnie programowaniem
liniowym, Tego typu postepowanie stosujemy przy rozwigzywaniu
probleméw (C1) i (D), dlatego nie bedziemy sie nimi zajmowal od-
dzielnie. Zrozumiala jest rzecza, 2ze je$li zadanie nie da sig¢ spro-
wadzi€ do liniowego, siggnaf trzeba do innych metod numerycz-
nych., Wyliczono je juz powyzej - nalezy zwrécié tylko uwage, ze
nie wspomniano dotad o metodzie programowania dynamicznego, kté-
ra réwniez mozna stosowal do rozwigzywania niektérych zadad
programowania nieliniowego. Zrobiono to celowo, bowiem dokiad-
niej jest ona rozpatrzona przy omawianiu optymalizacji dynamicz-
nej.

1.2. Ekstrema bezwarunkowe i warunkowe

Dla dalszego tekstu tego skryptu uzyteczne bgdzie przytocze-
nie definicji ekstremdéw funkcji., Ekstrema dzielg si¢ na minima i
maxima, ekstrema globalne i lokalne oraz warunkowe i bezwarun-
kowe, Podamy nastegpujgce definicje:

Globalne maksimum

‘Funkcja f(x) okreslona w domknigtym zbiorze X w En
przyjmuje globalne maksimum w punkcie & e X,

jesli f(x) < f&) dla wszystkich punktéw X € X. )

Globalne maksimum f(x) nosi réwniez nazwe absolutnego
maksimum, Je$li domknigty zbiér X jest zbiorem ograniczonym,
wéwczas globalne maksimum f(x) w X wystepuje w jednym lub



w wigkszej iloSci punktéw nalezzcych do X, pod warunkiem, ze
f(x) jest ciagia wzgledem zbioru X, Wlasno$é ta jest znana pod
nazwg twierdzenia Weierstrassa., Je$li natomiast zbiér X nie jest
zbiorem ograniczonym, wéwczas globalne maksimum moze nie wy-
stgpowal w zadnym punkcie X przy skoficzonym |x|, badZ tez mo.
ze istnie€ ograniczona warto$§é £(x), gdy | %] — o= w okreSlony
sposéb.

Silne lokalne maksimum

Zaktada sig, ze f(x) jest okreélona we wszystkich punktach
nalezgcych do pewnego otoczenia & punktu £ w E®, Funkcja
£(x) posiada silne lokalne maksirhum w £, jeli istnieje takie £,
0<e<d, 2e dla wszystkich x spelniajacych zalesnosé

0 < fx - &|<e, zachodzi f(x)< £(&) (7)

Inaczejmdwiac, funkcja £(x) posiada silne lokalne maksimum
w %, jeSli istnieje takie otoczenie ¢ punktu £, e dla wszystkich
X z tego otoczenia oraz rdznych od 2, {x) jest Scisle mniej~
sza od i@).

Stabe lokalne maksimum

Zakiada sig, ze f(x) jest okredlona we wszystkich punktach
nalezacych do pewnego otoczenia & punktu % w E@, Funkcja
f(x) posiada siabe lokalne maksimum w £, je$li nie osigga silne-
go lokalnego maksimum w % oraz istnieje takieg, O<g<d, ze
dla wszystkich x speiniajacych zalezno§é

0<|x - &|<¢ =zachodzi f(x) « £f(), (8)

W wiekszosci przypadkéw nie zachodzi potrzeba rozrdznienia
silnego maksimum lokalnego od slabego.

Definicje globalnego oraz lokalnych miniméw sa analogiczne
do podanych powyzej z tym, ze w przypadku minimum musimy
zmieni€ kierunek znakéw nieréwnosci,

Definicje (6), (7), 8) odnoszg sig¢ do ekstremdéw bezwarunko-
wych, tj. do przypadkéw gdy zadaniu (1) nie towarzyszg ogranicze-
nia (2). Jesli ograniczenia takie sg sformulowane, jako réwnoéci
lub nieréwnos$ci, to méwimy wéwczas o ekstremach warunkowych,
Odpowiednie definicje sa nastgpujace:

Globalne maksimum warunkowe

Funkcja f(x) okreslona w domknietym zbiorze X w ER
przyjmuje globalne maksimum warunkowe w punkcie % € X spo-
§réd x spelniajacych gi@_){g , =, Q}bi, i=1...,m, czyli
xeY, jesli

dla wszystkich xe XAY spelniona jest zaleznosé f(g)sf(g). (9)



Silne lokalne maksimum warunkowe
Funkcja f()_c) przyjmuje silne lokalne maksimum warunkowe

i=

w punkcie £ sgpoSréd x speiniajacych gi(g)_{<, = ,;}bi
= Yee.,m, jesli istnieje takie otoczenie ¢ punktu %XeY, ~przy

czym & > 0, ze

dla wszystkich x # & oraz xeY z tego otoczenia,zachodzi f(x)<f(®). (10)

Stabe lokalne maksimum warunkowe

Funkcja f(:_() przyjmuje slabe lokalne maksimum warunkowe
w punkcie £ spo$§réd x speiniajacych gi(:_:){s, = ,;-} by, 1=
= Teeestn, czyli xeY, jesli nie osigga silnego lokalnego maksi-
mum warunkowego w % oraz jefli istnieje takie otoczenie ¢ pun-
ktu ReY, przy czym £ >0, ze

dla wszystkich x €Y z tego otoczenia, zachodzi f(§)< f@) (11)
Odpowiednie modyfikacje powyzszych definicji w przypadku glo-
balnego oraz lokalnych minimdéw warunkowych sa oczywiste, wigc

nie beda odre¢bnie podawane,

1. 3. Funkcje wypukie i wklgsle

W teorii programowania nieliniowego istotng role odgrywaja
wlasno$ci wypuklodci funkcji, Okazuje sie bowiem, np, w metodzie
Lagrange?a lub w metodzie Kuhna-Tuckera, ze pewne warunki ko-
nieczne rozwigzania stajg si¢ zarazem warunkami wystarczajacymi,
jezeli funkcje f(x) oraz gi(}_:_) $3, w odpowiednich przypadkach,
wypukte badZ wkleste, Dla wygody zatem czytelnika przypomnimy
teraz definicje wypuklodci i wklesto$ci funkcji. Poprzedzié je mu-
simy definicjg wypukioSci zbioru w .przestrzeni E&,

Zbidér wypukty

Zbidr X jest zbiorem wypuklym w EP, jesli kazdy odcinek
taczacy dwa dowolne elementy Xy i oxye Xt

x = Ax, + (1 - ), dla wszystkich A, 0<A<1 (12)

nalezy réwniez do tego zbioru, tzn. xe X.

Przykiadami dwuwymiarowych figur wypukiych sa m.in, kotlo,
pétkole, elipsa, trdjkat itp, W przestrzeni tréjwymiarowej jako
przyktady bryt wypuklych moga stuzyé: kula, réwnolegloscian, gra-
niastostup itp.

Funkcja wypukia

Funkcja f(x) okreélona w wypukiym_ zbiorze X w E? jest
wypukta, jesli dla dowolnych dwéch punktéw xq i x;e X oraz



dla wszystkich A, 0< A< 1 spelniona jest zalezno§é

£[Ax, + (1 - Mg Jertly) (1 - D) elxy) (3)

Funkcja wklesta
Funkcja f(x) okredlona w wypuktym zbiorze X w EP jest

wklesta, jeéli dla dowolnych dwéch punktéw xq 1 x,e¢ X oraz
dila wszystkich A, 0< A< 1 speilniona jest zaleznosé

f [1}_(2 + (1 - 7();_:,]}>;\f(>_<2) + {1 - A)f(;cq). {14)

Inaczej mdwiac, hyperpowierzchnia F = f£(x) jest wklesta,
jesli kazdy odcinek Yaczacy dwa dowolne punkty na powierzchni
[1;,], F’l]’ [3_42, Fz} lezy na lub ponizej tej powierzchni. Funkcje
wklesta jednej zmiennej dla x>0 przedstawiono na rys.4. Po-
dobnie mozemy okresli¢ wypukio$é funkcji, a wiec: hyperpowierz-
chnia F = f(x) jest wypukia, jeéli kazdy odcinek laczacy dwa do-
wolne punkty na powierzchni lezy na lub powyzej tej powierzchni;
Funkcjg wypukis jednej zmiennej przedstawiono na rys.2.

F(» f(x)
N

Rys. 1 Rys. 2

F(K} Zauwazmy, wze funkcja
pokazana na rys.3 nie jest
ani wklgsta, ani wypukia, po-~
niewaz odcinek laczacy pun-
kty I:x s f(x,|>] oraz. ..

[x»j, f?x»j)] lezy ponad f(x)
.pomigdzy x4 1 x,, nato-
miast ponizej f(x) pomig-
dzy =x, i ¥3. Jednakze,
funkcja ta jest wypukia w

3 X przedziale 0 < x < x4 oraz
Rys, 3 wklesta w przedziale X > X4,

xh——— - ———




Z przytoczonych definicji wynika, ze jesli f(x) jest wypukla
to -f(x) jest wklgsta i odwrotnie. Jesli w zaleznogciach (13) i
(14) nieréwnoéci §3 ostre, przy czym 0<A<1, wéwczas méwimy,
ze dana funkcja jest "SciSle" wypukla badZ wklesta.

2. Metody analityczne programowania nieliniowego

Zadaniem niniejszego rozdzialu jest przedstawienie podstaw i
najwazniejszych wladciwoéci metod analitycznych, situzacych do
rozwigzywania zadad programowania nieliniowego. Pomimo, ze me-
tody analityczne nie pozwalajg na ogéi na efektywne rozwiazanie
zadad o duzej ziozonoéci, to jednak dzigki opanowaniu tych metod
i zbadaniu z ich pomocg rézaych prostych przykiadéw, mozna. po-
tem - w zadaniach rzeczywistych o duzej ztozonosci - stosowad
odpowiednie metody numeryczne z wicksza Swiadomoscia,

W rozdziale niniejszym rozpatrywane beda kolejno: zadania
bez ograniczer, zadania z ograniczeniami réwnogciowymi (rozwiq-
zywane metoda Lagrange’a), zadania z ograniczeniami nieréwnos-
ciowymi (rozwiqzywane metoda Kuhna-Tuckera) oraz rozszerzenia
metody Kuhna-Tuckera na niektére przypadki nieklasyczne, Zgode
nie z charakterem tego skryptu, ktéry dotyczy przede wszystkim
metod obliczeniowych, nie bedziemy w zasadzie podawaé dowodéw
matematycznych, nastawiajgc si¢ w wiekszym stopniu na rozwigzy-
wanie konkretnych zadad i problemdw,

2,1. Zadanie bez ograniczed

Przy braku ograniczefl zadanie programowania sprowadza sig
do poszukiwania ekstremum bezwarunkowego danej funkcji f£(x),
Interesuje nas w zasadzie ekstremum (tj. maksimum lub minimum)
globalne,

Klasyczna teoria optymalizacji nie dostarcza odpowiedniego na-
rzedzia do okreSlenia w sposéb jednoznaczny czy dana funkcja po-
siada globalne-ekstremum, czy tez nie, Formutuje ona jedynie wa-
runki konieczne i dostateczne istnienia maksimum (minimum) lokal-
nego, zakfadajgc przy tym, ze badana funkcja jest klasy C' w cae-
tym interesujacym nas obszarze,

Z teorii funkcji wielu zmiennych wiadomo, ze warunkiem ko-
niecznym istnienia maksimum (badZ minimum) lokalnego funkcji ce-
lu F=1fx) w punkcie X jest to, aby jej wszystkie pochodne czg-
stkowe w tym punkcie byly réwne zeru, a wigc

HEY)
ix,
3

=0; j= ..., (15)



Sformulowanie fo jest réwnowazne stwierdzeniu, Ze:
1) gradient funkcji f(x) w punkcie % jest zerowy tzn,

()

az

(=3

badZ tez
) 2) plaszczyzna styczna do F = f(x) w punkcie & ma réwna-
nie

Fs(}_c) = f(x) = const,

Z powyzszych réwnad wynika, ze jesli f€ C1 oraz jeSli po-
siada ekstremum w punkcie &, to wéwczas R musi byé rozwiag-
zaniem ukladu n réwnaf typu:

3—1@ =0, §=A....n. (16)
J

Podkre$lié trzeba, 2ze kazdy punkt, ktéry stanowi lokalne¢ mak-
simum lub minimum funkcji f(x), musi byé rozwiagzaniem tego uk-
tadu réwnad., Jednakze nie kazde rozwiazanie ukiadu (16) bedzie
maksimum lub minimum lokalnym funkcji celu £(x). Przyktadem
na to moze by¢ punkt przegiecia dla funkeji jednej zmientej., Roz-
wigzania ukiadu (16) nazywa sig¢ punktami stacjonarnymi funkcji
f@;). Tak wiec, punkty w ktérych funkcja f(:_g) osiaga wartofci
ekstremalne s3 punktami stacjonarnymi f@), lecz odwrotne stwier-
dzenie nie jest prawdziwe.

Nie trudno wykazaé, ze punkt (lub punkty), w ktérych £(x)
osigga globalne maksimum musza byé réwniez rozwigzaniami ukla-
du (16), Oznacza to, ze jeSli znane s3 wszystkie rozwigzania ukladu
(16), to wystarczy wybra¢ sposrdd nich takie rozwigzanie, dla ktérego
funkcja celu przyjmuje warto$¢ najwigksza., Rozwigzanie to bedzie
szukanym globalnym ekstremum funkcji £(x). :

Niestety tego rodzaju tok postgpowania w wiekszoécl przypad-
kéw okazuje si¢ zawodny, bowiem numeryczne wyznaczenie wszyst-
kich rozwigzad ukladu (16) jest bardzo ‘ucigzliwe, szczegdlnie przy
duzej wymiarowodci problemu. Nie istnieje na razie ogdélna proce-
dura, ktéra by umozliwiata w sposéb jednoznaczny okreSlenie wszy-
stkich rozwigzad ukladu (16 ). Niekiedy nawet je§li wiadomo, ze ist-
nieje tylko jedno rozwigzanie tego ukfadu, to uzyskanie go nastreg-
cza trudnoéci. Stad tez, w praktycznych zastosowaniach staramy
si¢ unikaé tego sposobu rozwigzywania zadaf optymalizacji, pomi-
mo ze istnieje szereg efektywnych procedur iteracyjnych, ktére
umozliwiaja numeryczne rozwigzanie ukladu ¥éwnafi nieliniowych
typu (16). Jako gléwne, z tej grupy rmozna wymienié: metodg New-
tona-Raphsona i jej modyfikacje [48] oraz metod¢ Barnesa [2}



Metody te wymagaja, aby badana funkcja celu posiadata drugie po-
chodne czastkowe tzn, fe& C“, a ponadto dosy€ czesto nie zapew-
niaja odpowiedniej zbieznodci do szukanego rozwiazania ukladu (16).
Metoda Newtona-Raphsona jest oméwiona pray rozpatrywaniu opty-
malizacji dynamicznej, dlatego tez nalezy tu poprzestal na tej
krétkiej wzmiance.

W dotychczasowych rozwazaniach opierano si¢ jedynie na wa-
runku koniecznym istnienia ekstremum lokalnego funkcji wielu
zmiennych, Jak wspomniano, spelienie tego warunku nie przesa-
dza czy w ogdle istnieje ekstremum oraz czy jest nim maksimum,
czy tez minimum, Wiadomo, ze ponadto sformulowaé mozna wa-
runki dostateczne, ktdre przesadzaja wszystkie te watpliwosci, Wa-
runki te moga by¢ podawane w réznej postaci, Jedna z nich moze
by¢ nastepujaca: warunkiem dostatecznym istnienia ekstremum fun-
kcji wielu zmiennych jest to, aby - dla wartoéci zmiennych spet-
niajagcych warunek konieczny igtnienia ekstremum - macierz dru-

gich pochodnych tej funkcji iTL byla badZ dodatnio okreslona
9x 9x

(w przypadku minimum), badZ ujemnie okreélona (w przypadku

maksimum ),

Mozna wykazaé, ze spelnienie warunkéw dostatecznych gwaran-
tuje nam od razu, ze rozwiazanie uktadu (16) jest jednoczeSnie sil-
nym lokalnym minimum czy maksimum. Jednakze warunki te sa
interesujace gidwnie z punktu widzenia teoretycznego. Wynika to
stad, ze kiedy problem jest wielowymiarowy, to dla rozwigzania
uktadu (16) potrzebna jest juz dos§¢ wielka liczba obliczedl numery-
cznych; gdyby jeszcze nalezato j3 powigkszyé przez sprawdzanie
warunkéw dostatecznych, to zadanie staloby sie praktycznie nieroz-
wigzalne,

Niekorzystne jest rdéwniez to, Zze warunki dostateczne nie do-
starczaja informacji o tym, czy uzyskane rozwigzanie ukladu (16).
stanowi ekstremum globalne, czy tez lokalne,

Nieco inaczej przedstawia si¢ sprawa wéwczas, gdy funkcja
f(x) jest funkcja wypukla (badZ wklests), Mianowicie, przytoczy-
my bez dowodéw (patrz [26]), ze:

a. Jedli funkcja f£(x) jest funkcja wypukia okreélona w dom-
knietym zbiorze wypukiym X w EB, wtedy kazde minimum lo-
kalne f(g) w X jest réwniez globalnym minimum f(x),

b, Zbiér punktéw nalezacych do X, w ktérych f£(x) przyjmu-
je globalne minimum, jest zbiorem wypuklym, Stad, je§li globalne
minimum wystepuje w dwdéch rdéznych punktach, to znaczy, ze wy-
stgpuje ono réwniez w nieskoficzonej liczbie punktéw, Ponadto, nie
moze by€ dwéch (lub wiecej) punktéw, w ktérych f(x) osigga
silne lokalne minimum,



c. Jeéli f£(x) jest funkcja $cisle wypukia okreélong w wypuk-
tym zbiorze X, wtedy globalne minimum £(x) wystepuje tylko w
pojedynczym punkcie.

d. Jesli f£(x) jest funkcja wypukly okreflong w zbiorze wypuk-
tym, X w E" oraz fe C1, wtedy jesli (16) jest speinione w
punkcie X to punkt ten stanowi globalne minimum £(x).

e. Je$li zbiér X jest zbiorem domknigtym i ograniczonym
oraz istnieje skoficzone globalne maksimum wypuktej funkcji f(x)
okreslonej w X, wtedy globalne maksimum f(x) bedzie wystepo-
wato w punkcie (qué punktach) na ograniczeniu zbioru X,

2.2. Zadanie z ograniczeniami réwnoSciowymi. Metoda Lagrange’a

Rozwigzanie klasycznego problemu optymalizacji polega na zna-
lezieniu wektora (lub wektordw) %, ktéry wyznacza globalne mak-
simum (minimum) funkceji celu

F = f(x) = f(x,l, Xyr eens xn>, (17)

okreslonej w E®, pod warunkiem speinienia ograniczed réwnoscio-
wych
gi@) =b,, i=1,...,m, gdzie m<n. (18)

Zaktada sie,przy tyfn, ze feCl oraz wszystkie g€ C'l,
i= 1...,m Oznaczono przez Y zbiér punktéw x spelniaja-
cych réwnania (18). Zbiér ten nazywany jest niekiedy '"zbiorem
decyzji wewnetrznie zgodnych" lub '"zbiorem decyzji dopuszczal-
nych”. Zadanie polega wigc na wybraniu decyzji optymalnej % ze
zbioru decyzji dopuszczalaych, xe Y, czyli na znalezieniu ckstre-
mum warunkowego funkcji f(x) (patrz definicje w punkcie 1.2),

W tzw. metodzie Lagrange’a formuluje sig nastepujace warun-~
ki konieczne, by funkcja (17) osiggata ekstremum przy ogranicze-
niach (18):

. o ag®)

ef(%) oo, ogE )

= - E/ Ai—axj =0, j=1..,n (19)
i= N

gi(f_g) =b, i=1...,m
Wprowadzajgc tzw. funkcje¢ Lagrange’a
/_\T

Liu2) = £) + & b - g, (20)

podane wyzej warunki mozna zapisal w postaci



ALGL,A) _ o

3. = U, j = Teee,n,
i
(19)
L&, A) :
—r—===0 i= ee.,m,
aAi N i 1, m

W_réwnaniach (19) i (20) A; nosza nazwg mnoznikéw Lagran-
ge'a ®),

Podkreslmy, ze warunki (19) s3 warunkami koniecznymi: jeze-
li % jest rozwigzaniem zadania (17), (18), to jest ono réwniez
rozwiazaniem ukladu réwnat (19), Nie kazde natomiast %, ktdre
speinia uklad (19), stanowi rozwigzanie zadania (’I?), (18).

Ponadto, stuszno$¢ warunkéw koniecznych (19) jest zachowana
oraz mmozniki ii‘ s3 jednoznacznie okreflone, jezeli rzad pewnej
macierzy G w punkcie £ wynosi m, r(G) = m, Pprzy czym ma-
cierz G utworzona jest w sposéb nastepujacy:

og, &) 2g (&)
Tax, °t Tox
A 1 n
dg, &)
G o= ] =
s
J 2g, &) ag @)

dx1 ’clxn

Jezeli r(G) # m, rozwiagzanie zadania moze nie spelniaé ukia-
du réwnad (19), Przypadki takie omawiamy dalej.

Sens wymagania r[G] = m jest taki, ze wéwczas ukiad m
réwnanf gi(xid =b; wyznacza m spo$réd niewiadomych x; jako
jednoznaczne funkcje pozostalych n-m niewiadomych x.. Pierw-
sze n rdéwna’d w ukladzie (’19) ma wéwczas n-m niewiadomych
x; oraz m niewiadomych A.,

Praktyczne wykorzystanie warunkéw (19) polega na znalezieniu
wszystkich &, ktére je spelniaja, a nastgpnie obliczeniu wartosci
funkcji celu f£(&) w tych punktach, Przegladajgc te wartoéci znaje
duje si¢ globalne maksimum badZ minimum, czyli wiadciwe rozwia-
zanie zadania (17), (18), jezeli tylko to wiaSciwe rozwigzanie
£ £ oo,

%) s af%)

Mozna wykazal, ze A; = 5

i
w punkcie speiniajagcym warunki (19) jest réwny pochodnej funkcji
celu wzgledem parametru b; w ograniczeniu. Ma to interpretacje
ekonomiczna,

, tzn. mnoznik. Lagrange’a




Mozna okrefli¢ przypadki, gdy warunki (19) sg warunkami za-
razem koniecznymi i wystarczajacymi globalnego ekstremum wa-
runkowego:

a) jezeli f(x) jest funkcja wypukls, a ograniczenia gi(_zg) s3
liniowe, to . f(3) < i) dla wszystkich xe Y - (globalne minimum)
wtedy i tylko wtedy, gdy % spelnia ukiad (19);

b) jezeli f(x) jest funkeja wklesta, a ograniczenia gi(}_:) s3
liniowe, to f£(%)>» f(x) dla wszystkich xe Y (globalne maksimum)
wtedy i tylko wtedy, gdy % spelnia ukiad (19).

Azeby sobie lepiej zdaé sprawg z istoty metody mnoznikdw
Lagrange’a rozpatrzmy zdanie o dwéch zmiennych:

znale Z€ maxf(x;,l, xz),

przy warunku

gbeyy x,) = b,

3p(2

Przy czym zakiada sig¢, ze f, ge cl. Zatozono, ze albo §i§>

N 1
albo —aaiﬁ nie znika w punkcie [5&,‘, ﬁz}. Niech dla ustalenia

2

gk '
uwagi, agT(’—() # 0., Wéweczas, na postawie tzw. twierdzenia o fun-

2

kcjach niejawnych (patrz np, ,[26]) istnieje takie otoczenie ¢ pun-
ktu [;’?:,I, ﬁz:[, dla ktdrego réwnanie

g(x,l, xZ)— b =0,
okresla zalezno$é x5 od x4
x2 = q?(x,]).

Funkcja celu moze byé teraz zapisana jako zalezna od jednej
zmiennej

f(x1, x2> = f[xq, (P<x1)] = h(x,]),

bez doda'tkowg h ograniczed, czyli rozwigzanie x, wyznacza sig
| ((xq) 1
2z warunku =0,
dx4

Z twierdzenia o funkcjach niejawnych wynika, ze jezeli
gleqs %,)€ CY to takse qz(x,l)e C’; poniewaz zalozono
£<x‘l’ x2)~€ C1, rézniczkowalna jest réwniez funkcja h(x,]).

Interesujaca nas jej pochodna. bedzie réwna

d h . af of dg

d x, - EE sz dx, °




Wiasnosci funkcji niejawnych pozwalaja napisaé

og

.d_‘L B dx,]
ax_ _ " 7® :

" o

2

Zatem warunek konieczny rozwigzania );\(1 napiszemy jako

~

3f(2
X

a1 T2 0@ _ 21)
Ex1 T g®) ax1 -

axz

Réwnanie (21) ma dwie niewiadome, %4 oraz #,. Azeby je
wyznaczyé, trzeba razem z (21) uzyé réwnania ograniczed z za-
dania

g&o, %) = b (22)

Jezeli w réwnaniu (21) oznaczyé wystepujacy tam iloraz po-
chodnych czgstkowych wzgledem x, przez i

2G)

ax

™~

=3,

og (%)

oraz zapisal to w postaci réwnania

25E) 3350 3)
x, axz

to otrzymany ukiad (Z'I), (22), (23) bedzie identyczny z ukiadem
réwnafi metody mnoznikéw Lagrange’a

a—i—(]—[f(ﬁ;) +A0 - g@))] = 0,
aaTZ [1&) + A0 - @] = o,
2 [0 +46 - g@)] = 0.



To, ze warunki nasze s3 tylko konieczne wynika stad, ze
dh
d xy
jednej zmiennej f[x,}, Lf(xq)J = h(x,l).

Rozpatrzmy teraz ogdlniejsze sformutowanie warunkéw Lagran-
ge'a (por. wzory 19), obejmujace przypadki gdy r [G] # m. Uogdl-
nione- twierdzenie o warunkach koniecznych rozwigzania zadania
programowania z ograniczeniami réwnodciowymi brzmi:

Jedli £ jest warunkowym maksimum lub minimum funkcji
f(x) dla x€Y, to musi ono spelnia¢ uklad réwnah

= 0 bylo tylko koniecznym warunkiem ekstremum funkcji

5 m ag, (&)

PO EE) a it i =

A T - E A =0, i= 1...n (24)
J {=1 J

dla przynajmniej jednego zbioru ii’ i=0,...,,m, w ktdrym nie
wszystkie A; = 0, oraz musi spelniaé réwnania

gi@) = b, i=4...m. (25)

Powyzsze warunki konieczne nie moga byé spetnione, jesli
rzad macierzy wspdlczynnikéw réwnad (24), traktowanych jako uk-
tad réwnad z niewiadomymi ii' wynosi m + 1, gdyz wéwczas
wszystkie /'\i = 0. Rzad ten moze by¢ zatem co najwyzej réwny m.
W tej za$ sytuacji nie moze by¢ jednoznacznego rozwigzania na
wszystkie 7Li, i=0,...m. .

Praktycznie zaleca sie przyjaé Ay = % wéwczas mozliwe s3
nastg¢pujace przypadki:

a) pozostate Aj;, i= 1,...m s3 okreslone jednoznacznie,

b) pozostalke ii' i=1,...m s3 okreSlone niejednoznacznie,

c) dla pozostatych ii » 1= 1,...m uklad nie ma rozwiaza-
nia, .

Rozpatrzmy macierze zlozone ze wspdiczynnikéw réwnari (24)

bg,@) o) [[oe, &) 72, %)
8x1 Xn x,i xn
G = ces 13 Gf=
A A A - A
og, &) dg, %) g &) og, (&)
Bx,l an X, x
af(x) (%)
9x et dx J
L n




Wymieniony wyzej przypadek (a) wystgpi, gdy

r[Gf] = r[G] =m,

Przypadek (b) wystapi, gdy

(o] = =[6] < m.

Przypadek (c) wystapi, gdy
efo;] > =[].

w ;;rzypadku (c) nie mozna stwierdzi¢ speinienia warunkéw ko-
niecznych, ktére méwiai 0 istnieniu zbioru /ii , 1=0,..,.m, w
ktérym nie wszystkie A, sa réwne zeru, Stwierdziwszy sytuacjg
(c), nalezy zalozyé Ay = 0 i badaé te punkty %, w ktérych uk-
tad réwnafi (24) ma rﬁozwiqzanie, niejednoznaczne ale takie, ze nie
wszystkie pozostate A; sa réwne zeru,

Trzeba zauwazyC, Ze w przypadkach (a) oraz (b) - wobec
7\0 # 0, pozostate A. moga by¢ réwne zeru, Widaé réwniez, ze
przypadek a) odpowiada podstawowemu (szczegélnemu) sformutowa~
niu metody Lagrange’a, patrz wzory (19).

Widaé, ze w przypadku (c) musi byé r[G]< m, gdyz

T [Gf11< m,

la scharakteryzowania omawianych przypadkéw rozpatrzono
trzy proste przykiady,

Przykiad 1

Znale Z¢ min[f(:_;) H X%I + xg + x%] , przy

x, +x, +x, =2,

Funkcja Lagrange’a
2 2 2
L = %, + x2 + x3 + A,I(Z - X’l - xz-x3)+ AZ(B-X,I+XZ-ZX3).
Réwnania warunkéw koniecznych, z zatozeniem ;Lo = %
248, -A, -4, =0, (1)
2%, - A, ti, =0, @)

2
2x, - A, -28 =0, (3)



2 -%, -% -%,=0, (4),
LA a -
3.4 4%, - 28, =0, 5.
Réwnania (’1), (2), (3) rogwigzywane wzglegdem i,], 12 daja

a - & A
/11-X1+x2,

P
u
>
]

[NIEN

=
+
N>

(3]

~—

2 3

Rozwigzania te sa jednoznaczne, mamy zatem do czynienia z
przypadkiem a), Rozwigzujac do kofica uklad réwnafdi warunkéw ko-
niecznych znajduje sie

2=, 5 -1, g -8
17 14 2 14 377
Przvkiad 2 2 2 2
Znale ¢ min[f@)=x,l + x, +x3], przy

x1+x2+x3=3,

3x,l + 3x2 + 3x3 = -9.

Funkcja Lagrange’a

2 2
L =x_ +x +x3+l,](3-x1-x

] > - x3)+ 2,09 - Ix, - Ix,y - 3x3).

2

P . P . . . . 2
Réwnania warunkéw koniecznych z zalozeniem Ag = 11

2%, - & -3, =0, (1)
22, - 3&1 - 3712 =0, 2)
2ﬁ3-iq-3i2=o, (3)
3.y - %k, - %20, (8)
9 - 3%, - 3%, - 3;%3:0.(5)

Réwnania (1), 2), (3) rozwigzywane wzgledem /A\q:;\z daja
warunek

5 3 _ A A _ A
l,l+312-2x1—2x2—2x3.



Rozwigzanie to nie jest dla ;1,1, 712 jednoznaczne, mamy za-
tem do czynienia z przypadkiem b). Nie przeszkadza to w dalszym
rozwigzywaniu uktadu réwnafd warunkéw koniecznych, co prowadzi
do wyniku

X =1, :'iz:'l, 57:3—’1.
Przykfad 3
Znalezé [maxf(x) =x_, + xz]

pray

Funkcja Lagrange’a

2 2
Lo=x, +x+ A,](x,I + xz).

B z s : . A
Réwnania warunkéw koniecznych z zatozeniem Ay = 1:

1+2 4, %, =0, (1)
TH2Z A%, =0, 2)
22 | a2 .

x,l+x2 = 0, (3)

Powyzszy uklad réwnaf nie ma rozwigzania na 5\1; mianowi-
cie réwnanie (3) wskazuje, ze dopuszczalne jest tylko rozwigzanie
9:1 =0, %, =0, 2w tym punkcie réwnania (1), (2) nie posiada-
ja rozwigzania na A4, Jest to zatem przypadek r [Gf] > r]:G]
(Czytelnik to latwo sprawdzi) i nalezy réwnania warunkéw koniecz-
nych przyjaé w postaci zakladajacej ;\o =0:

21x1=0, )
s
21x2—0, (2)
22 | A%
x1+x2~0. (3)

Ten uklad réwnaf ma rozwigzanie, a mianowicie fc,] = 0,

%, =0, ?\1 dowolne, Warunki konieczne metody Lagrange’a (w jej
postaci uogdlnionej) sa speinione.

Rozpatrzone przyklady wskazuja na sluszno$¢ kolejnodci poste-
powania polegajacej na tym, by najpierw przyjmowalé A, = 1 czyli
posta€ warunkéw koniecznych wedlug wzordw (19). Stwierdziwszy,
%e istnieje punkt lub punkty %, w ktérych uklad réwnad (19) nie



tna rozwxqzan na mnozniki K przejsé nalezy .do warunkéw w po-
staci uogélnionej (26), (27) z przyjeciem 7& =0,

W kazdym przypadku nie wolno zapommec o tym, ze w zasa-
dzie s3 do dyspozycji tylko warunki konieczne, Trzeba zatem,
chcac znaleZé potrzebne ekstremum, obliczyé wartosé funkcji celu
f(_) w kazdym znalezionym punkcie £.

Przedstawimy na zakoriczenie kilka dalszych przykladéw.

Przykiad 4

ZnaleZé min [f(x,], xz). = x?l + xg]
przy ograniczeniu

g(x,l, xz) = %, +x2 = 1.

Funkcja Lagrange’a

2 2
L(x1, xz,iL) = x, + X, + {1 - %, -xz).

Warunki konieczne, by f';,l, }'&2 bylo rozwigzaniem zadania:

oL
3x1 1

&k
*2

L
R 17 %"

. A
Rozwigzanie otrzymanego ukiadu rdéwnaid daje A =1 oraz

s ]
T2 257

Nalezy zauwazyé, ze:

a) rozwigzanie X jest jedno, zatem jefli stanowi ono ekstre-
mum (a nie tylko punkt stacjonarny‘), to jest to ekstremum glo-
balne;

b) aby stwierdzié, czy =% %, = % istotnie stanowi szu-
kane minimum warunkowe, trzebagy rozpatrzy¢ czy warunki konie-
czre sa zarazem dostateczne {w tym przypadku tak ,Jest) Mozna
réwniez zbadaé otoczenie §1, 3"(2 spelniajgce warunek pozosta-
wiania w zbiorze dopuszczalnym, a wiec w tym przvkladzie rozpa-

tfzyé x; = % +E, %, = -¢, oraz stwierdzié, ze
2 ! 4., 2 E
f(z+e. F-6)>1(3. 3. R
Przykiad 5 '

L225 o2 2 2
Znale zé m).n[f(x,]- X, x3> = x, + x, +vx3]



przy ograniczeniach

g, % %y 17 %2

1]
a

B0 %y %5) = %, + %,

Funkcja Lagrange’a

27 2 2
A= x. +x +x +/\,I(']-x,l—x2)+7<2('l-x2—x ).

Lixg %y %30 Agp Ay) = x4 3, + x5

3

Warunki konieczne

8L - 5 =

e, S F A0
1

oL N ~ I
R Sl B Sl
2

oL " A

ax. S 2 E3 oA =0
3

L A s
W—']—Xq—xz—o,
1

oL N " L
———aAZ—’I-xz-x3—0.

Rozwigzanie otrzymanego uktadu réwnad jest tylko jedno (otrzy-
muje sie¢ je przy }\1 —%, Ay =5 B

%= 1/3, %, = 2/3, . £y = /3.

Jest to szukane minimum, bowiem f(x) bylo wypukte, a ogra-
niczenia - liniowe.

Przyktad 6
Znale ZE mln[f(x,l, %, )— x + XZJ
przy ograniczeniu

g(x,l, xz) = XZ - x, = 1.
Funkcja Lagrange’a

' 2 2 2
= A -
L(xq, X5 A) %, + *y + A1+ x, xz).



Warunki konieczne

L, a8 -
P x,l,+2x,1/l-0,
1
AL N s
= =2 % -A =0,
axz 2
aL A2 A L
e 1+ x,1 - XZ = 0,
Rozwigzanie ukladu réwnad
a) :Acﬂ =0, ﬁz = 14, prazy A= 2,
1( 3 A
b)§1; -, 5\(2:-?, przy A= -1,
Rozwiazaniem zadania moze by¢ tylko Xy = 0, 5:2 =1, gdyz

rozpatruje sig
Badajac otoczenie
istotnie poszukiwane minimum.

Prazyktad 7

W obiekcie sterowania wielko$§¢ wyjSciowa
t/godz) zalezy od dwdch wielkoSci sterujacych

niem produkcji w
wg zaleznosci

y=Eu,

zmienne rzeczywiste,
;‘"I' }?2] mozna sprawdzié, ze jest to

+ 2u uz

1

y (bedaca nateze-

= gl u,)

Natezenie kosztu produkcji (funkcja celu) wynosi

f(u,],

Nalezy zapewni¢ min f(u,l, u, ) przy zadanej produkeji

Funkcja Lagrange’a:

L(u,l, u2,7t) = cqu,

Warunki konieczne:

w,) = e,

u, +c,u

4

+ e u, +7k(yd - u

3L 3 .
3o = ©4 -A(1 +2u2)
1
oL ia o
T e
2
8L _ AN
L T R

272"

Y = vyd-

12 g,k

o)



Rozwigzania otrzymanego ukladu réwnarfi sa nastgpujace:

a) b "\/—d—fg 4 "lyd ‘12 przy A= ‘1%
= ] = -5 = ’
1 2 <, 2 2c2 2 Zyd
y.c y, ¢ e, ¢c
. a2 . _ /%41 1 . 1°2
)&, =- zc, * 27\ Ze, TP PV A“'\IZyd'

Badajac otoczenie rozwigzania (a) stwierdza sig, 2ze jest to
minimum f(u,l, uz), czyli szukane rozwigzanie zadania. Punkt
okreélony rozwiazaniem (b) przypada dla ujemnych wu,, up oraz
stanowi lokalne maksimum, Ujemne up; moze wystapi€ réwniez w
rozwigzaniu (a), zaleznie od warunkéw zadania, Je$li sie tak zda-
fzy, a u2<0 nie /jes’t fizycznie dopuszczalne, zadanie trzeba
rozwigzywal z warunkiem wu,3>0. Do zadafi tego typu stuzy oma-
wiana dalej metoda Kuhna-Tuckera, gdyz metoda Lagrange’a przy-
padkéw z ograniczeniami nieréwnos$ciowymi nie obejmuje.

2.3. Warunki konieczne i wystarczajace punktu siodtowego

W omawianej w nastgpnym podrozdziale teorii Kuhna i Tucke-
ra, stuzacej do rozpatrywania zadaf nieliniowych z ograniczeniami
réwnodciowymi i nieréwno8ciowymi, istotne miejsce zajmuje poje¢-
cie punktu siodtowego funkcji wielu zmiennych, Tytulem zatem
przygotowania do nastgpnego podrozdzialu przedstawimy warunki
konieczne 1 wystarczajgce punktu siodlowego.

Punkt siodiowy definiuje si¢ nastepujaco:

Funkcja Lx, A) ma punkt siodfowy w punkcie [::;, 3_\] jeéli
istnieje takie otoczenie ¢ > 0, ze dla wszystkich x, [x - x| <e,
oraz wszystkich A, |ik—;1|<£ obowiazuje zaleznos¢

L(x,A) < L& A) < L& A ) (@6)

Definicja powyzsza okre§lila lokalny punkt siodtowy; jezeli uk-
tad nieréwnodci (26) obowiazuje dla wszystkich x, A z pewnego za-
danego obszaru, mamy globalny punkt siodifowy.

Jak wskazuje uklad nieréwnosci (26), mozna poszukiwanie punk-
tu siodtowego uwazal za poszukiwanie

rrznmzxL(g, A). (27)

Zwigzki (26), (27) odnosza sig¢ do punktu siodkowegb typu "mak-
simum wzgledem x, minimum wzgledem A'. Zaleznie od zadania
mozZe nas oczywiScie interesowal sytuacja odwrotna.

Rozpatrzel teraz trzeba punkty siodlowe w przypadku, gdy
cze$é spoéréd x; oraz czgéé spodréd A; jest ograniczonego zna-



ku; zapisuje si¢ to w postaci xe W4, przy czym Wy
jest w sposéb nastepujacy:

xj; 0, Jj= dheas 8y

‘xj<0, j=s+1...

xj niecograniczone j=t+ 14,...n
oraz A € Wp, gdzie obszar W2 okreSlony jest jako

A.> 0, i= ...y

A< 0, i=zu+T...v,

okreslony

/\i nieograniczone, i = v+ T1yeeem,

Zakladajac, ze Lix,A)e C1, mozna wyprowadzié nastgpujace
warunki konieczne by L(g,z\) miata punkt siodtowy w punkcie )

warunxli xonieczne
[:_2,7_\] dla xe W, AeWp:

2Lk, A .
J
L&, A) :
———5(—;;——— > 0, i=s + heoots
3L(,A)
——-—-a%{t- =qQ, j=t+ d...n,
J
§j>0».j=1’»-~s; ﬁls 0, j=s+1...t
S‘cj nieograniczone, j=t+ 1..un
. L&A .
3 .
aL(%, 2 .
(%\,A) >0, i=1...u
i
. A
L&A g izu+ 1w,
QA
1
N
8___1‘(:_:,1) = 0, i=v+4...m,

aa;

(28)

(29)

(30)

1)



ii> 0, i= ... iiso, izu+dt...v; (32)

ii nieograniczone, i=v+1...m
5 ALGA) _ 5.
A vl 0, i=1...m (33)

Powyzsze warunki sg warunkami koniecznymi i wystarczajgcy-
mi punktu siodtowego w [}E,i] , jezéli dla xe& W, w otoczeniu
¢ punktu £ funkecja L{x,A) jest wklegsta funkeja x, oraz dla
A€W, ‘w otoczeniu ¢ punktu A funkcja L{k,A) jest wypukla
funkcja A. .

Jezeli L(x,A) jest funkcja wkleslta x dla wszystkich xeW,
oraz L(%,A) jest funkcja wypukia A dla wszystkich Ae W,, to
warunki (28)...(33) s3 warunkami koniecznymi i wystarczajacymi
globalnego punktu siodfowego funkcji L(x, 7).

W przypadku, gdy szuka sig¢ minimum wzgledem x, maksi-
mum wzgledem A, nalezy w warunkach (28, ..(33) zmienié znaki
nieréwnoséci (28) oraz (31) na przeciwne,

2.4, Zadanie z ograniczeniami nieréwnoSciowymi.
Metoda Kyhna-Tuckera

Rozpatrywane bedzie teraz zadanie nastepujgce:
maxf(x), (34)

przy x speiniajacym warunki

b - g, >0, i= .y,
bi - gi(§)< 0, ci=ut ...V, (35)
bi'-gi(>_<)=0, i=v+1...m

oraz dodatkowo
x.2 0, j= ...8; x; < 0, j=s +1,...4 (36)
xj nieograniczonego znaku, j=t+1...n,

Kuhn i Tucker [35], [26] wykazali, ze jezeli f(x)e C7,
gi(§)e C1 oraz g;(x) spetniajg pewne warunki regularnoci w
punkcie £, to warunkiem koniecznym istnienia ekstremum warune
kowego f(x) w punkcie R jest spelnienie przez [%,A] warun-
kéw koniecznych (28)...(33) punktu siodtowego funkcji Lagrange’a:

Lx,A) = £x) + )i Aplby - )] (37)



Dla okreélonych przypadkéw znane s3 warunki konieczne i wy-
starczajace: jezeli f(x) jest wklgste wzgledem xeW,, a gi&)
sa wypukie wzglgdem x dla Az 0, wkleste wzgledem x dla
A< 0 oraz liniowe wzgledem x dla 2; nieograniczonego znaku,
i=1...m, to % stanowi maksimum warunkowe globalne,
f#)2£(x) dla xe Y, wtedy i tylko wtedy gdy speinione s3 warun-
ki (28)...(33) punktu siodtowego funkecji Lagrange’a (37).

W twierdzeniu powyzszym xe W, oznacza spelnienie warun-
kéw (36), a xeY oznacza spelnienie warunkéw 35\

Poniewaz opisana w twierdzeniu sytuacja okre§la dokladnie, ze
L(:_;,L) jest wklegste wzgledem §' oraz wypukle wzgledem A, spek-
nienie warunkéw (28)...(33) oznacza tu zarazem, Ze€ L(x, A) ma
w [sic, Z} globalny punkt siodiowy.

W mysl metody Kuhna i Tuckera, poszukiwanie rozwigzania za-
dania (34), (35), (36) polegaé bedzie na wyznaczeniu [:'E,AA] spel-
niajacych warunki (28)...(33). Poniewaz nie moze byé rozwigzafi.
optymalnych innych niz speiniajace (28)...(33), wystarczy nastep-
nie dokonaé przegladu wartodci f(x) w wyznaczonych punktach £
i wybraé globalne maksimum, Przegladu tego mozna oczywidcie nie
robi¢ jeéli wiadomo, ze w danym zadaniu warunki konieczne (28)...
(33) byly zarazem wystarczajace.

Dla zadafi, w ktérych poszukuje sig minf(x), mozna badZ
przeformulowaé odpowiednie warunki konieczne punktu. siodtowego,
badZ tez wykorzystal zalezno§é

maxf(x) = -min [—f@{)] . (38)

Warto jeszcze zwrécié uwage, 2ze wéréd warunkéw (28)... (33)
czegéé pochodzi ze sformulowania zadania, patrz (34), (35), (36),

a pozostala czgéé stanowi wladciwe, postulaty warunkéw koniecznych
rozwigzania, I tak, z zadania pochodzié musza wymagania na nie-
ujemno$é bad# niedodatnio§é zmiennych %, czyli warunki (29),
oraz z zadania pochodza warunkﬁ'(}']), gdyz sg one przepisaniem
warunkéw (35).

Istote warunkéw Kuhna-Tuckera uzmyslowi€ sobie mozna przy
pomocy interpretacji graficznej nastgpujacego zadania: znaleZ€
maxf(x), =x;> 0, przy ograniczeniu b - g x) > 0. Na rys.4 przed-
stawiono umownie wklesta funkcje f(x) oraz wartoé¢ ograniczenia
b -~ glx), przy czym g(}_;) jest wypukie.

Mozliwe s3 3 przypadki polozenia wklestej funkeji f(x) na wykre-
sie, W pierwszym (krzywa 1) wiaéciwe rozwigzanie lezy w punkcie
4 = 0, w drugim (krzywa 2) rozwigzanie & > 0 lezy wewnatrz
obszaru b - g@'ﬁ)> 0, w trzecim przypadku (krzywa 3) rozwiazanie
£>0 lezy na brzegu obszaru ograniczefi b - g®) =0,

Rozpatrzmy speinienie warunkéw Kuhna-Tuckera w tych trzech
przypadkach,



padek 2

F(x) I fx
rzypadek 1 - Yo dek 3
- NI
L(X,A
|
|
/ |
—_ |
) beg/s
/| |
[1]

Sbszar | dopusacralny ze weglady na b-g(X) 30

zar dgouszczolny zenzgledu na X )0

P
,_I
Rys. 4

Przypadek 1

Rozwigzanie optymalne & = 0 wynikio stad, 2ze jest T‘;—f—{<(_)
w catym obszarze dopuszczalnym, Ograniczenie b - g@) >0 jest
w tym przypadku nieaktywne. Biorac pod uwage funkcje Lagrange' a

L) = &) + alb - g&)]

widzimy, %e przypadek rozwiazania % = @ charakteryzuja

aL

7% =0

x>

A= 0, b - g(}"_g)>0, g,

(Wartosé A=o eliminuje z funkcji Lagrange’a nieaktywne
ograniczenie).

Przypadek 2

Rozwiazanie optymalne £>0 wyniklo stad, Ze w pewnym
punkcie wewnatrz obszaru dopuszczalnego jest Fp = 0. Ogranicze-
nie b - g()_:))O jest w tym przypadku nieaktywne, podobnie jak
ograniczenie x >0. Biorac pod uwageg funkeje Lagrange’a widzimy,



ze ten przypadek charakteryzuja:

3L
]

A=0, b-gk >0, =0, %>0.

jt:d

Przypadek 3

Rozwigzanie optymalne £>0, lezace na brzegu ograniczenia
b - g(x)>0 wynikto stad, ze w calym obszarze jest x> 0. Bio-
rac pod uwage funkcj¢ Legrange’a widzimy, ze ten przypadek jest
podobny do przypadku z ograniczeniem réwnoéciowym, jest tu bo-
wiem b - g()_'i) = 0., Warunki konieczne rozwigzania zadania z ogra:
niczeniem réwnoéciowym brzmia, jak wiadomo: '

oL _ 2t
ox a

Q
L]

A= =0,

)
1%

31 =b - g =

W rozpatrywanym przez nas przypadku jest ﬂ> 0; aby byilo
= 0 musi zatem by¢ A'BE > 0. Charakter ogramczema

&]F’

(x))O patrz rysunek, okreéla ze jest 3'E> 0, Musi zatem
byc A> 0 i ostatecznie rozw1qzame w przypadku trzecim charakte-
ryzujg dane

iAo, b-g®=o0

Zauwazmy, ze dzigki wypuklodci g(:_() funkcja Lagrange’a ma
ekstremum bezwarunkowe w punkcie optymalnym, bedacym rozwiag-
zaniem dla przypadku trzeciego.

Laczac cechy wszystkich trzech przypadkéw widzimy, ze mie-
szcza sig¢ one w sformufowaniu warunkéw Kuhna-Tuckera:

2L 2o, 220,
X
. 3L ,
xj-?=0, j="4...n0
J

a a
Lo, iso,

s 3L

39L .

3 o.

Zanim przedstawimy kilka przykladéw stosowania metody Kuh-
na-Tuckera, trzeba powrdci€ do warunkéw regularnosci, ktére mu=



szg spelniaé funkcje gl(x) by teoria Kuhna-Tuckera byla sluszna.
W peini ogélne oméwienie tych warunkéw jest do§é zltozone; moz~
na je znaleié w literaturze [26] [36] W kazdym razie nalezy
zwrdci€¢ uwage na to, ze jesdli' jakiekolwiek ograniczenia sg nieak-
tywne lub ktérekolwiek elementy rozwigzania ®; rézne od zera, to
to musi istnieé pewien maly obszar w poblizu X, w ktérym - dla
kazdego x lezacego w tym obszarze - dane ograniczenia sg na=
dal nieaktywne lub dane xj 83 nadal rézne od zera, Przy rozwa-
zaniu warunkéw regularnoéci analizowaé zatem nalezy tylko ogra-
niczenia aktywne w punkcie £ oraz elementy ’A‘j lezace na brze-
gu swych ograniczefl typu x;20 Iub x.,<0,

A

Zauwazmy, ze punkt £  moszna uwazal za rozwigzanie zada-
nia z ograniczeniami tylko réwnoéciowymi, biorac za te ogranicze-
nia réwnodcidwe:

aktywne ograniczenia nierdwnoéciowe gl(__) , (39)

aktywne ograniczenia znaku x5 = 0, (40)

Przypomnijmy dla zadania z ograniczeniami réwnoéciowymi
uogélnione warunki metody Lagrange’a: w punkcie % spelniony
ma by¢ uktad réwnad

A af<x> m_ ag &)
7L
i=1 J

A, o, =0, j=1...n, (41)

dla przynajmniej jednego zbioru ';\i, i=0,...m, w ktérym nie
wszystkie 7\ s§ zerami, oraz, ponadto, réwnania ograniczed czyli
(39), (a0). .

Operujac funkcjg Lagrange’a, w ktérej Ao = 1, teoria Kuhna-
Tuckera zaklada w istocie, ze mamy do czynienia z przypadkami,

gdy
r[Gf:' = r[G] ,
przy czym znaczenie macierzy Gf oraz G Dbylo oméwione w

rozdziale 2,2, JeSli zatem istnieja takie punkty %, w ktérych le-
2y rozwigzanie zadania, lecz w ktérych
r [GJ > r[G] ,

to operujac warunkami Kuhna-Tuckera punktéw tych mozemy nie

wykry€, Praktycznie nalezy zatem w konkretnym zadaniu::

(1) znalezé wszystkie %, w kidrych speinione sa warunki Kuhna-
Tuckera,

(2) znalezé wszystkie punkty nieregularne rozpatrywanego zadania,
tj. te, w ktérych r[Gfﬁ>r G_] przy czym chodzi tu oczywi-
écie o punkty réwnosciowego spe{nienia ograniczerl, czyli lezg-
ce na brzegach obszaru dopuszczalnego (éciélej, W pewnego ro-



dzaju "ostrzach! tego brzegu, gdyz tam zachodzié moze
r[G <m, zatem moze zaistnieé rl:Gf]>r]:G:[)

(3) zbadad wartosé - f(x) w punktach £ oraz w punktach niere-
gularnosci i wybrad szukane maksimum czy minimum,
Rozpatrzony bedzie nastepujacy przykiad.

Znale£é max|f(x) = 10 xq + x, ] przy warunkach

gx) = (3-x) -x>0' x1>0, x2>0.

Tworzy sig funkcje Lagrange’a

LGy %50 2) = 0%, + x, +A[(3 - x1)3 - xz:l

i pisze warunki Kuhna-Tuckera dla tego przypadku

—aa%so, czyli 10 - 3403 - §1)2< 0, @)

gi‘ <0, czyli 1-4<0, (b)

ﬁqg—; = 0, czyli ﬁ,][w - 3303 - ;‘(1)2] = 0, ()

’A‘zg_j:z_:(’ &, (1 -?1):0,‘ @)

%%;0, czyli (3 - ;21)3 - %,>0, (e)
Azo

i%]f =0, cayli i[(a - §1)3 - 9;2] = o0, ()

Z warunkdéw (a) do (f.) znaleZé mozna rozwiazanie:
§1=0,  §<2=27, przy czym A= o4,
Zwréémy jednak uwage na lezacy na brzegu obszaru ograni-
czenl punkt Xy = 3, x, = 0, zatem punkt, w ktérym spetnione sg
réwnoéciowo nastepujace ograniczenia (patrz rys.5)

g = 0 - x,) - x, =0,



X4

Napiszmy macierze G oraz Gf w tym punkcie:

og dg
3x dx 0 -1
1
G = =
o} 1 i L 0 1 ]
3 P i 1
o 0 -1
1 2
Gf= o} 1 = 0 1
= CHEE
— 1 2_4 L. -1

Latwo zauwazyé, ze r[Gf] = 2, podczas gdy r[G] = 4. Jest
zatem r[G > r[G] i punkt [3, 0] jest punktem nieregularnosci
(choé nie bylby takim punktem, gdyby funkcjg celu bylo np.
flx) = %, ). Sprawdzono wartosé funkcji celu w punkcie nieregular-
noéci: £ >_<) = 30, podczas gdy w punkcie poprzednio znalezionym z
warunkéw Kuhna-Tuckera f(:_c) = 27. Maksimum globalne lezy za-
tem w punkcie nieregularno$ci [’3, O].

Powyzszy przyklad wskazuje na znaczenie sprawdzania punktéw
nieregularno$ci ograniczed. PodkreSlmy jeszcze na praktyczny uzy-
tek, ze je$§li ograniczenia g(_) sa liniowe, warunki regularnodci
s3 zawsze spelnione.

Przedstawimy teraz kilka llczbowych przykiadéw stosowania
metody Kuhna-Tuckera.



Prayktad 1

2 2
ZnaleZé max [f(}_:) = - (x,l -2) - (xz - 4)j| przy warunku
x, + x2<4, czyli 4 - Xq = x2> 0 bez ograniczenia znaku
X,l, XZ-
Funkcja Lagrange’a:
L(x x,, A) = ~(x —2)2—(}: -4)2+]k(4-x - x,)
1 27 1 2 . 1 - 727
Warunki Kuhna-Tuckera:
BL Lo, cayi  -2(&, - 2)-4 =0, (a)
Bx,l 1
2L _ ., czyli 2%, - 4) - A=0, ®)
axz 2
2 E“— = 0, wobec ili = 0 warunek ten nic nie wnc;si,
1 8% 2x ; -
4 1
£ oL = 0, wobec ﬂ"— = 0 warunek ten nic nie wnosi,
2 dx 3
2 T2
aL . s a
aT}O, czyli 4 - - x2> 0, (c)
A>o,
A8L_, ceyli A4 -2 -%)=0 @)
JA ? 1 2 .

Metodycznie mozna rozwigzal uktad (a) (b) (c) @)

rozpoczyna-

jac od réwnad, tj. od f(a) (b) (d) i akceptujac nastepnie to roz-
wigzanie, ktére speini nieréwnoéé (c). Sporzadzono tabelke rozwia-

zai ukladu réwnad (a) (b) d):

rozw, I rozw, I1
% 1
A
}fZ 4 3
A 0 2
Azo tak tak
A a2 R
4—x1-x2> 0 nie tak




Warunki K-T spelnia zatem }'&,l =1, % = 3. W rozpatry-

wanym przykladzie f£(x) jest wkleste, g(g) liniowe - zatem wa-
runki K-T sa konieczne i wystarczajace, Wartosci i,] =1,
5‘{2 = 3 s3 wobec tego z pewnoscia rozwiazaniem zadania,

Zwréémy jeszcze uwage na wartofci x4 =2, % =4, A= 0,
speiniajace réwnania (a) (b) (d), lecz nie speiniajgce nierdwnosci
(c). Warto§€é A= 0 oznacza, ze w Lz, ) ignoruje sig¢ ograni-
czenie (uwazajac je za “nieaktywne'), i rzeczywiscie X, = 2,

%y = 4 odpowiadaja maksymalizacji f(x) bez uwzglednienia ogra-
niczenia,

Przyklad 2
ZnaleZé max I:f(g) = (x,] - 2)2 + (x2 - 4)2] przy warunkach

xq + x2\<if czyli 8 - x4 = % »0 -oraz =xq >0, %, > 0.
Funkcja Lagrange,a

-2)2+(x2-4)2+l(8-x -x)-

L(X,I‘, XZ' l) = (x 1 5

1

Warunki Kuhna-Tuckera

9L

—— £ 0, czyli 2, - 2)-A<g0, (a)
ax,] 1
a A
8L L, czyli 2%, - 4) -A <0, ®)
ox 2
2
x/]} 0, ﬁ2> 0,
» oL _ . A Ay
xqa—}a—o, czyli x,](Z x1-4-)k)-0, (c)
s 9L . . A -
XZE‘)_XZ =0, czyli xz(Z %y - 8 ~A) =0, d)
AL . A A
W;O, czyli 8 - - x2> 0, (e)
A>o,
5 8L ) 4 s Ay _
lﬁ = 0, czyli A - £, - XZ) =0, ()

Rozwiagzanie powstalego uktadu réwnad i nierédwnoéci dogodnie
jest rozpoczal od sporzadzenia tabelki rozwigzad réwnad (c), (d),
(£), a nastgpnie sprawdzi€, ktére z rozwiazaB spelniaja nierdwno-
éci (@), (b), (e) oraz warunki znaku 9(1, )"{2, AL



Trozw, | TOZW. | TOZW, [ T0ZW, | rOZW, | TOZW, | TOZW,

1 11 111 v v VI Vi
* 1 3 2 0 2 0 0 8
%, 5 4 4 0 0 8 0
A 2 0 0 0 0 8 12

%50, £50, A»0| tak | tak | tak | tak| tak | tak tak

3L o tak | tak tak tak | tak tak tak
8 x4
3L P
— <0 tak tak tak tak tak tak tak
dx
2
3L ’
£y >0 tak tak tak tak tak tak tak
warto$é £(%) 2 0 4 16 20 20 52

Obserwujac w tabelce speinienie warunkéw K-T widzimy, ze
sa one speinione przez 7 punktéw §%; przeglad wartofci  f(x) w
tych punktach pokazuje, ze globalne maksimum wypada dla }“c,l =8,
%, = 0. Cazytelnik zauwazy, ze w tym przykladzie funkcja celu
fé_c) nie byta wklgsta.

Przyktad 3

ZnaleZE max[f(}_c) = —’IO(x,I - 3,5% - 20(x2 - 4)2] s przy wa-
runkach

x +x2<6, czyli 6 - x, - x, 2 0,

1 1 2

2x1+x2>6, czyli 6-2x,|-x2<.0

oraz . x2> 0, =x nieograniczonegd znaku,

1
Funkcja Lagrange’a:

L(x,l, X0 Ags )‘2) = -10(;;1 - 3‘,5)2 - 20(x, - 4)2 +
+ A,l(é -x’l-XZ) +7\2(6 - Zx,1 -xz).
Warunki Kuhna-Tuckera:
AL Ly, cayi -20(k, - 3,5) - 3\,] - ziz =0, a)

ax1



dL . N A N
a—x;<0, czyli —40(}{2 - 4) - 7‘\1 - «12 < 0, ®)
%20
% E—If— = 0, wobec L =0 warunek nic nie wnosi,
1 0x ax .
1 1
s 0L _ R A A 3 4 R
%, TX—Z = 0, czyli %, [—40(){2 - 4) - A’l - )‘2] =0, ()
AL . s A
al,l' 0, czyli 6 - %, - x2> 0, @)
0L g coyli 6 - 2%, - & <0 ()
a)LZ 2 ,1 2 = ?
>0, A, <0,
+ JdL - 4 Py a
A’I Wq =0, czyli ).1 6 - %, - xz) = 0, ()
s L _ S A s &Y.
lza—xz =0, czyli A, 6 - Zx,I - xz)— 0. (g)

Sporzadzono tabelke rozwiazad réwnaf (a), (c), (), (g), oraz
skontrolowano nastepnie speilnienie znakéw zmiennych oraz spelnie-

nie nierdéwnosci:

TOZW,| r0zZwW, | TOZW, | TOZW, | TOZW, | TOZW, rozw,
I I I v v | VI VII
:%1 3 [23/18] 6 5/2 7/2 | 1/2 0
}‘;2 0 31/9 0 7/2 4 0 6
k¥ 0 0 |-50 20 0 0o | -230
i, 5 [200/9 | 0 0 0 0 150
%220, Aq>0, /\2 <0| nie nie nie tak tak | tak nie
L
'B'—BXZ <0 tak tak | nie
L
S—ME‘O tak nie
oL
m<0 tak




Tabelka wskazuje, ze warunki konieczne optymalnoéci spelnia
tylko punkt ;{’I = 5/2, fcz = 7/2. Jest on rozwigzaniem zadania.

2.5. Zadania typu minimax

Jako przypadek nieklasyczny programowania nieliniowego be-
dzie rozpatrzone poszukiwanie

maxminf(x, z) (42)
x Zz
przy ograniczeniach

gl 2)[<. =, 2] b i=1...m o (43)

oraz ewentualnych ograniczeniach znaku x;, 2zZy.

Zadanie typu (42) (43) moze powstaé "w zagadnieniach optyma.
lizacji w obecnosci zakldced; z bylyby zaktbceniami, x zmien-
nymi decyzyjnymi. Pokazano to dalej w przykiadach,

. W zasadzie, zadanie (42) (43) mozna rozwigzal traktujac naj-
pierw x jako parametr w zadaniu nastgpujacym:

minf(x, z) (44)
7
przy

g, z){<. =, > } b, i= 1e..m (45)

Rozwigzanie tego zadania bedzie parametryczne wzgledem X,
_QL(}_;), pozwalajac z kolei sformutowaé drugie i ostateczne zadanie

mzxf [= 2(:5)] (46)
przy

g [x 2@]{<, = ,>}b b, i=1...m (a7)

Znaczne uproszczenie rozwigzania otrzymamy wéwezas, gdy
ograniczenia (43) beda rozdzielne, tj. gdy bedzle

i= 1.t (a8)

13

g(z) {< » =5 2] by

L1

g (<, =, >] Py i=t+40..m (49)

W tym przypadkﬁ zadanie minimalizacji wzgledem 2z mozna
bedzie rozwigzywal tworzac funkcje Lagrange’a

¢
L,l(z,?_\) = 1(x, §) + Z?Li[b'i - gi(z)}



Warunki konieczne rozwigzania ﬁ,i beds mialy postaé
(28) ... (33), czyli postaé warunkéw koniecznych nastgpujgcego
punktu siodfowego

maxminl (g A). 50)
axminky(z, (50

W punkcie [ﬁ,i} speiniajagcym te warunki L,](é,i) = f(x, 2).
Mozna zatem zadanie maksymalizacji flx, 2) wzgledem x przy
warunkach (49) rozwiazywaé z uzyciem funkcji Lagrange’a jak na-
stepuje:

Lfew = G 2+ 3 u[n; - 8,60 =
t+f

EEEROR SRS SN SRS B
t+f

Warunki konieczne rozwigzania :_Ag,g‘ bedg takie, jak warunki
. konieczne punktu siodiowego ’

A n '
ménmfx{L,l(ﬁ,A) + tz”' My [bi - gi(x)]} )

Wpisujac tu z kolei, ze L’l(z’z> moze byé wyznaczone z wa-
runkdéw koniecznych punktu siodiowego (50), otrzymuje sie, ze roz-
wigzanie &, é, 2, A meze by€ znalezione z warunkéw koniecznych
punktu siodfowego nastgpujacego

minm;x{mzxmin {f(:_c, z) + i Ai[bi - gi(z)} +

Iy z :
; ti“? wo - @]} ()

m
Poniewaz wyrazy ; My [bi - gi(gg)] nie zalezg od A, g
mozna wzdr (51) zapisaé w postaci

, _ ¢
‘mi in Lz, z u4,2) = £z, 2)+ b, - g2+
nﬁnmzxmixmlm { (e zousd) = £x, 2) Z ’1;[ ;- gl(z_)]

+iﬂi[bi-gi(§)]}. o (s2)
tel ) ) :

Wynika stad ostatecznie, ze warunkami koniecznymi rozwigza~
: A A s A oA A . i .
nia %, z jest, by X 2z, g,i speiniaty warunki konieczne punk-



tu siodtowego funkeji L{x, Z, 4, L), zapisanego wzorem (52), Nale=-
zy zauwazy€, ze jest to punkt siodlowy typu max wzgledem x,
min wzgledem z. Trzeba wigc tu warunki (28)...(33) stosowaé w
odpowiedniej postaci, tj. w szczegdlnosci

3L A
'é-x‘j' <0, ¥ >0,
s >0, ¥ <0,

xj j
CECEEN 0, £ >0,

Zj j
ais.o, 3. <0,
sz j

aL A

»0
B, >0, “;, > 0,
L, A
<

ox, <0, i, <o,
L I
3_7L—i <0, )\i >0,
3L 5o, A <o,
aAi i

Warunki konieczne punktu siodtowego {52) beda warunkami ko-
niecznymi i wystarczajgcymi rozwigzania zadania (42) (48) (49),
gdy f(x, z) jest wklesta wzgledemm x i wypukta wzgledem gz,
gi(g) sa wypukte wzgledem x dla pi>0, wkleste wzgledem x
dla u;«0 oraz liniowe wzglgdem x dla u; nieograniczonego
znaku oraz gi(g> sa wkleste wzgledem z dla A;> 0, wypukte
wzgledem z dla A; <0 oraz liniowe wzgledem 2z dla A; nie-
ograniczonego znaku,

Rozpatrzone beda teraz dwa przykiady,

Przykiad 1 [14]

Dane jest zadanie sterowania optymalno-wystarczajgcego: zna-
lesé £ zapewniajace minf(x, )2« a)
dla wszystkich zakiéced z nalezgcych do pewnego zbioru, ze Z,
oraz réwnoczednie maxt(x, go), (b) gdzie zZ, jest pewna wybrang
wartosciag zaktdcenia, Z,¢ Z, na przyklad wartoScig najbardziej
prawdopodobna,



Jesli (a) potraktowal za ograniczenie nieréwno$ciowe, to za-
danie sprowadza si¢ do warunkowej maksymalizacji (b} wzgledem x,

Rozwigzuje si¢ to metoda poszukiwania warunkéw punktu siod-
towego funkcji Lagrange’a

e [ 5+ ey ] 0

Minimalizacja warunkowa wzgledem 2z moze by¢ zapisana
przed nawiasem, bowiem i(x, go) od z nie zalezy

rr;fnm;xzneirzl {f(z, Zo> +of [a - 1(x, ZL)]} d)

Jezeli ograniczenie. ze Z jest na przykiad wyrazone w po-
staci g(z)>»0, to warunki konieczne minimum wzgledem ze Z
zastagpi€ mozna warunkami koniecznymi punktu siodlowego funkcji
Lagrange’a, powstalej przez dodanie Ag(z) do wyrazenia { } .
W rezultacie rozwigzanie £, £ znajdziemy wiréd &, 2, i, i
speiniajgcych warunki konieczne nastepujacego punktu siodtowego

mﬁnmﬁaxmfxnzn[f()_(, Zo) +{u[a, - f(:_c, g):l +7Lg(§)] (e)

Przy f(x, g) wklestym wzgledem x oraz wypukiym wzgle-
dem z, gz) wklestym wzgledem z, warunki konieczne punktu
siodtowego (e) beda zarazem warunkami dostatecznymi rozwiaza-
nia, gdyz wobec wymaganych wéwczas u 0 oraz A<0 funk-
cja Lagrange’a (e) bedzie wklesta wzgledem x, wypukia wzgle-
dem z,

Rozpatrzmy przykiad liczbowy., Niech

1 2
£(x, z):-%x2+xz+?(z—3) > 2, 0 z<2

oraz zadajmy

1
maxf(x, zo), Z,0= 5 %® > 0,

Zapisujgc obszar Z jako z»0, g(z) =2 - z>0, utworzy-
my funkcje Lagrange’a

1 2 2 2
L=-5x + g—x + -§-+,u[2 +%x - xz -%(z- 3)2:!+X(2-z).

Szukamy warunkéw punktu siodfowego nastepujacego

minmaxmaxminL(x, z,/.l,l),
u X Az



zatem warunki Kuhna-Tuckera beda

A A 4 AfA Ay
-g—i—go, >0, czyli -x+2—+,u(x-z)< o,
L M . 142 aa  Vn of
Bﬂ<0' <o, czyli 2 + 5% -xz-z-(z—'})aéo,
JL N . A s A & :
>0 2 >0, czyli  Ail-% - 2+ 3) -2 >.0,
%£>o, <o, czyli 2 - 230,
. 8L R Y S
x-a-; =0, czyli x\:—x + ?"'/“(x - z)] = 0,
. 0L alara
t = 0, czyli z[{u(x -85 +3) - i] =0,
» dL 2 s Vs ¥
Agg =0 czyli ,0.[2+%XZ-XZ-7(Z-3>]=0»
s+ 3L .4 A
A—a—x =0, czyli Az - 2) =0,
Rozwigzujac to zadanie, znajdziemy 2=, £=2, /‘1:-7,

A= 0. Poniewaz f(x, z) jest tu wklgste wezgledem x, liniowe
(wiee i wypukle) wzgledem 1z, g(z) liniowe (wigc i wklgsle)
wzgledem = z, warunki konieczne punktu siodfowego sg zarazem
warunkami dostatecznymi rozwigzania, ktérym jest zatem 2 =1
("najlepsze sterowanie'), % =2 ("najmniej sprzyjajace zakidce-
3 n)_

nie
Przykiad 2
ZnaleZ€ %, £ przy ktérych zachodzi |

2
mxaxmlin[f(x, z) = (i%ﬁ-z _ & '42) +zx]

przy ograniczeniach

x + z €6, x » 0, z » 0.

Ze wzgledu na nierozdzielne ograniczenie, zadanie to trzeba
rozwigzywaé droga optymalizacji parametrycznej. Poszukuje sig naj-
pierw minimum wzgledem z  metody Kuyhna-Tuckera,

Funkcja Lagrange’a

2 2
Lq(z,}\)= <i_2—1)— - <-x—-;—2)—+zx+l(6-x- z)



Warunki Kuhna-Tuckera:

aL
B_zl > o, czyli 5 -1 +x-A> 0, (a)
an
5—1=0, cazyli 2[2-’1+x-7\]=0: )
BL/I
>0 ~ cayli 6 -x- 220, (e)
A<o
E)L,1
—a——— =0, czyli 7\[6 - x - Q-I = 0, (d)

Spcrzgdzono tabelke rozwigzaf réwnat (), (d), a nastepnie
sprawdzono spelnienie warunkéw znakéw zmiennych i speinienie nie~

réwnosci.
rozw, 1 rozw, II rozw.l III
z 0 6 - x 1-x
A 0 5 0
A<oO tak nie tak
220 - tak gdy x 1
BL’]
2z >0 gdy x > 1 tak
BL,l
ax >0 gdy x <6 tak

Rozpatrywana funkcja celu f(x, z) jest wypukia wzgledem 2z,
ograniczenie jest liniowe, tak ze warunki K-T s3 dostateczne.

Tabelka wskazuje zatem, ze poszukiwane rozwigzanie 2(x)
ma postaé: £ = 0 w przedziale 1<x<6,
2 = 41 - x w przedziale x < 1.

7 kolei wykonaé nalezy maksymalizacjg wzgledem x, Tworzy
si¢ funkcje Lagrange’a:

n 2 2
Lz(x,lu)=<z-21) -(X:}Z) +2x+/..t(6-x-£)

oraz korzysta z warunkéw K-T:



2 ; A s A N
% < 0 czyli —2(x-2)+z-}1<0 (e)
aLZ 4 .
= = 0 &[-?(ﬁ-2)+2-,&}=0, )
8L2
Ta > 0, 6 -%-%2 0 (g)
el 0
. aLZ
L=2 =0 ple - & - &) =0, ()
op
Postepujac jak poprzednio, sporzgdzono tabelke
rozw, 1 rozw, 1L rozw, III
% 0 2(1 + &) 6i- 8
A ] 0 =03 2-4)
4£>0 tak tak nie, bo 2<1
%20 tak tak
aLZ
—= <0 nie tak
dx
aL2
T,u_ >0 tak

Tabelka wskazuje,

jest % =

dem

x, zatem

Przyjmujac

2
X

2(1 + £). Zauwazmy, Zze funkc
K-T

Wykorzystaé teraz nalezy wynik poprzedniego
dajacego ekstremalizujaca wartosé

warunki

0

A
z

1-x

N>

A
X

z =1

201 + 1 - %),

s3 dostateczne,

ze rozwiazaniem zadania parametrycznego
ja celu jest wklgsta wzgle-

i obliczenia, po-
2
dla 1€ x< 6,
x £ 1
otrzymuje sie
co daje % = 4/3.



Warto§é # = 4/3 przypada poza zakresem obowigzywania

5 = 1.- x. Poprawne moze by¢ zatem tylko rozwigzanie 2 = O.
Daje ono warto§¢ % = 2, lezaca w zakresie obowigzywania

£ =0, - .

StwierdZmy jeszcze, Ze warto$¢ funkcji celu w punkcie 2 =0,
% =2 wynosi fQR, %)= 1/4. Jest to rozwiazanie zadania.

3. Programowanie liniowe

3. 1. Sformulowanie problemu, Twierdzenia podstawowe

Jak juz wspomniano, ogélne zadanie programowania liniowego
mozna sformulowaé nastgpujaco, WyznaczyC wektor £, ktéry eks-
tr!emalizuje liniowa funkcje celu

n
F = c, X, 53)
> (

pod warunkiem speinienia zbioru liniowych ograniczen

n
E a.Ax.{<, = ,>!b, i=1...m, (54)
= Y !

xj>0 j o= 1,...n, (55)

Zaklada sie przy tym, 2e wielkoSci aj50 b; oraz ¢; sa
stale za§ m < n. Przyjeto réwniez, 2ze wszystkie b; s3 nie-
ujemne tzn. bi> 0, gdyz w przeciwnym przypadku odpowiednie
réwnanie mozna pomnozyé przez -1,

Zwréémy uwage, ze powyzsze sformutowanie problemu pro-
gramowania liniowego jest réwnowazne problemowi, w ktérym
wszystkie nieréwnoéci w zbiorze ograniczed (54) zastapione sa
réwnaniami. :

Jak wiadomo kazdg nieréwnos§é

3 %g b A, X b ta, x < by

mozna zastapi€ réwnoscig

a ., X oo toa, + . = b,
i1 %4 *a, ¥t %n *n " TnH i’

po wprowadzeniu do niej nieujemnej zmiennej dopeiniajacej
xn+i>0. W rezultacie wigc, zadanie programowania liniowego
mozna wypowiedzieé:

znaleZé maxF = max E c, X., (56)
X L7



przy warunkach

“a,x, =b, i=1...m, (57)

xj>0 j o= 1...n (58)

Tego rodzaju postaé zapisu problemu programowania liniowego
nazywa sie postacia kanoniczng, przy .czym w notacji wektorowej
przedstawia sig¢ ona nastgpujaco:

T

znale4¢ maxF = max ¢ x, (59)
X X
przy warunkach
A x=b ’ (60)
oraz x>0 (61)
gdzie: ¢ = [x,], Corencs cn]T
. T
5-[:{1, Xyrenes xn] H
T
‘_A_—[E‘/l; _a_2y---9 Qn]l [1 a "" am_]]
. T . I =
p__[bq, bz,...,bn] ; j=1...n

Funkcje celu o postaci (53) bad% (59) nazwano forma liniowa,
wektory a:., j=1,...n, wektorami warunkéw, natomiast wektor
b - wektorem ograniczet, :

Nieujemne wspéirzedne wektora x = [x1, xz,...xn]T spel-
niajace warunki (60) i (61) tworza obszar rozwigzad dopuszczal-
nych zadania programowama liniowego, Trzeba zauwazy€, ze ist-
nieje co najmniej jedno rozwigzanie réwnania (60) jezeli rzad ™
rozszerzonej macierzy A = [A b] tzn, utworzonej 2z macie-
rzy A, do ktérej dolqczono kolumng b, jest réwny rzedowi A,
cayli r(A ) = r(A), Jeéli tak nie jest, a wigc r(A )>r(a), wéw-
czas wektor b nie moze zostal wyrazony jako hmowa kombina-~
cja kolumn macierzy A, a tym samym nie istnieje rozwigzanie
réwnafi (60).

W dalszych rozwazaniach przyj¢to wi¢c nastepujace zatozenia:
r(A )= r(A) oraz r(A) = m. Ostatnie zalozenie oznacza, Ze ma-
my co najmniej tyle zmiennych, ile réwnad tzn. nypm., Jednakze

* -
) Przez "rzad macierzy” rozumie si¢ maksymalng ilo§é li-
niowo niezaleznych kolumn (czy tez wierszy) tej macierzy.




przypadek n =m nie jest interesujacy, gdyz nie ma potrzeby
rozwiazywania wéwczas zadania optymalizacji ze wzgledu na istnie-
nie jednoznacznego rozwiazania ukladu (60), Tak wiec, w praktyce
bedziemy rozpatrywaé tylko zadania optymalizacji gdy n>m. Prazy
Przypadek n < m 'nic nowego nie wnosi, bowiem niektére z réw-
nafd moga by¢é wtedy pominiete jako zbedne,

Rozwigzaniem bazowym réwnania (60)przy r(A)=m oraz
n> m, nazywamy rozwiazanie réwnania

B x, = b, (62)

w ktérym nieosobliwa macierz kwadratowa B o wymiarach

(m x m) zwana bazq*, jest utworzona z niezaleznych liniowo ko-
lumn macierzy A, przy czym Xg * B'1§ nazywany jest wekto-
rem bazowym, W przypadku gdy wszystkie zmienne xp s3 nie-
ujemne xp> 0 - to rozwigzanie bazowe staje sie rozwigzaniem do-
puszczalnym, Maksymalna ilo$¢ rozwigzad bazowych wynosi

n!/m! {n-m). Geometrycznie rozwigzania bazowe odpowiadaja wie-
rzchotkom wielofcianu warunkéw tworzgcego obszar rozwigzad doa.
puszczalnych.

Zadanie programowania liniowego nazywa si¢ niezdegenerowa-
nym, jesli kazde jego rozwiazanie bazowe zawiera dokladnie m
dodatnich sktadowych. W niniejszej pracy beda rozpatrywane jedy-
nie zadania niezdegenerowane.

Rozwigzaniem optymalnym zadania programowania liniowego
nazywa si¢ wektor % = [ﬁ’l’ }?2,... ﬁn] , speiniajacy warunki za-
dania i okreslajacy ekstremum formy liniowej. Inaczej mdwiac,
rozwigzaniem optymalnym nazywa si¢ rozwigzanie bazowe, przy
ktérym forma liniowa (funkcja celu) osigga ekstremum.

Przytoczymy teraz bez dowodéw zestaw najwazniejszych twier-
dzefi uzywanych na kolejnych etapach rozwiazania ogélnego proble-
mu programowania liniowego, Odpowiednie dowody mozna znalezé
w pracach [’13], [25]. Twierdzenia te brzmia nastgpujaco:

1. Zbiér wszystkich rozwigzaf zagadnienia programowania li-
niowego jest zbiorem wypuklym K,

2. Jedli K jest wieloScianem wypukiym ograniczonym, to
kazdy punkt x, bedacy kombinacja liniowsg wypukly punktéw wierz-
cholkowych zbioru K, nalezy do zbioru K,

3, Jesli uklad wektordéw 24, ). 3y jest liniowo nieza-
lezny tak, ze
iﬂx’l+ézxz+"'+ék}ﬁ<=l—°; x>0, j=1,...k,

* Baza przestrzeni nazywamy taki zbidr liniowo niezaleznych
wektoréw tej przestrzeni, ze dowolny inny wektor stanowi kombi-

nacj¢ liniowa wektoréw tego zbioru.



to punkt x = [x,], e e e Xy 0,.. .OJT ktérego n-k wspbirzedne
s3 réwne zero) stanowi punkt wierzcholkowy zbioru wypuklego K
rozwiagzafi dopuszczalnych ukladu (60) i (61)..

4. Jesli x = [:x,I, Xopens xn] jest punktem wierzcholkowym
zbioru K, to wektory odpowiadajgce dodatnim x; tworzg ukiad
liniowo niezalezny, Wrynika stad, 2ze punkt wierzcilolkowy ma nie
wigcej niz m dodatnich wspéirzednych x.. A wigc, kazdemu
punktowi wierzchotkowemu ze zbioru K mfpowiada m liniowo
niezaleznych wektoréw z danego ukfadu,

5. Forma liniowa zagadnienia programowania osigga swoje
maksimum (minimum) w punktach wierzchotkowych ograniczonego
obszaru wypuklego K bedacego zbiorem rozwigzafd tego zagadnie-
nia. Je§li forma liniowa przyjmuje wartoéci maksymalne wiegcej
niz w jednym punkcie wierzcholkowym, to osiaga ona te same war-
toéci w dowolnym punkcie, stanowizcym kombinacje¢ liniowg wypuk-
tz tych punktéw.

3,2. Interpretacja geometryczna zadania
programowania liniowego

Rozpatrzmy na wstgpie problem jednowymiarowy. Znale Zé mak-
simum formy liniowej o postaci

F = ¢ x,
przy warunkach

ax<b, x=0, (a, b>0)

Przypadek ten ma prosta interpretacjg¢ geometryczng przedsta-

wiong na rys.b6.
Jak wynika z postawionego za-

F dania, cze§é wspélna (prze-
kréj) zbioréw okreslonych
przez nierédwnodci a x < b
i x>0 stanowi odcinek na
osi x~-6w t3cznie z punkta-
mi brzegowymi: x =0 i
x = 5 « Forma liniowa F
osigga swoje wartodci ekstre-
malne na kofcach odcinka, na
ktérym, zgodnie z warunkami
zadania jest ona okre§lona,

Przejdziemy obecnie do
problemu dwuwymiarowego. Niech bedzie dany uklad m nieréwno-
Sci (ograniczeﬁ) z dwiema zmiennymi

P~

|
|
|
{
I
I

Rys. 6



a x, + a x2<bq,

11 71 12
a,, %, +a22 x2<b2, (63)
am1 xy + a 2 x2< bm,
gdzie: x> 0, x> 0, (64)
szukamy maksimum
=c,x, +¢c, x (65)

Fmax 171 272"

Obszar zmiennofci formy liniowej (65) przedstawia wielokat
pokazany na rys.7.

Proste tworzace wielokat OABCDEFO na plaszczyZnie x40x,
odpowiadaja warunkem (63) i (64), w ktérych nieréwnofci zostaly
zastapione réwnodciami., Kreskoas x ’
waniem odpowiedniej strony bo- z N
kéw wielokgta pokazana jest ta
cze$é plaszczyzny, w ktérej leza
punkty spelniajace nierdwnofci
(63) 1 (64)

Kierunek prostej MN okreflony
jest przez wektor [c4q, c3] pro-
stopadty do MN. Wekior ten
wskazuje kierunek, w ktSrym for-
ma liniowa zwigksza swoje war-

todci.

Interpretacja geometryczna Rys, 7
rozpatrywanego zagadnienia (a1a
n = 2) moze byé nastepujaca., Obszar okreélenia formy liniowej
zwany wielokatem warunkéw przetniemy prosta F = ¢, xy+cy %y
tzn, prosta MN i bedziemy ja przesuwal réwnolegle w kierunku
wzrostu F (je§li szukamy maksimum formy liniowej> lub w kie-
runku zmniejszania si¢ F (gdy poszukujemy minimum). Istnieja
przy tym rézne mozliwoéci.

W przypadku, przedstawionym na rys.7, réwnolegle przesu-
niecie prostej MN doprowadzi ja do polozenia M'N', w ktérym
ma tylko jeden punkt wspdlny z wielokatem warunkéw ~ punkt c.
Punkt ten wyznacza jedyne rozwigzanie zagadnienia programowania
Iiniowego.' Jeéli natomiast prosta MN bylaby réwnolegla do jed~
nego lub dwdch bokéw wielokata, to ekstremum byloby osizgane we
wszystkich punktach odpowiedniego boku. Przypadek ten zostal po-
kazany na rys,8, na ktérym we wszystkich punktach boku CD
osiggane jest maksimum, za§ we wszystkich punktach boku AG



minimum formy liniowej., Wynika stad, ze zagadnienie programowa-
nia liniowego moze mieé jedno lub tez nieskoriczona liczbg rozwig-
zafi,
. Na rys.9 przedstawiono
przypadek gdy zadanie pro-

gramowania liniowego jest

nierozwigzalne w rezultacie

sprzecznie sformulowanych

¢ warunkéw ograniczajgcych.
Natomiast na rys, 10 przypa-

dek gdy obszar okreSlenia

X2

¢ formy liniowej jest nieogra-
niczony.
™ W tym drugim przypad-
d w X }u, jefli prosta AB || MN
- . to forma liniowa osigga

Rys.8
4 skoficzone ekstremum we

wszystkich punktach promienia AB. Jefli za$é bedziemy zmieniaé
obszar okreSlenia formy liniowej, obracajac np. promiedi AB do-
okota punktu A, to moga zaistnieé nastgpujgce dwie sytuacje.

Rys.9 ~ Rys.10

W pierwszej forma liniowa staje si¢ nieograniczona przy dopusz-
czalnych wartoSciach zmiennych, co odpowiada pofozeniu promie-
nia AB', W drugiej forma liniowa osiagga maksimum w jednym
punkcie A -~ polozenie promienia AB".

Rozszerzymy teraz interpretacje geometryczng Zadania Pro-
gramowania Liniowego ZPL na przypadek dowolnej liczby zmien-
nych i nieréwnoéci’, Podobnie jak to miato miejsce dla problemu
dwuwymiarowego uklad nierdwnosdci (54) i (55) okresla zbidr roz-
wigzadl ZPL, ktéry w przestrzeni n-wymiarowej tworzy wieloScian
wypukly - K. Wymiar tego wielo$cianu nie przewyzsza n-m, gdyz



nalezy on do wspdlnej czeSci m hiperpiaszczyzn odpowiadajgcych
niezaleznym liniowo réwnaniom uktadu, Forma liniowa F o posta-
ci (53) okrefla w przestrzeni rodzine réwnoleglych hiperplaszczyzn.
Wspblczynniki tej formy wyznaczajg wektor ¢ = [C’I’ C2revny cn] .
wskazujacy kierunek wzrostu F, Wektor ¢ jest prostopadiy do
rogwazanej rodziny hiperptaszczyzne Wychodzac z pewnej hiperpta-
szczyzny nalezacej do tej rodziny i majacej wspélne punkty z wiew
Ioécianem K (wartoSci formy liniowej we wszystkich tych punktach
53 jednakowe), przy przesuwaniu jej réwnolegle w kierunku wzro-
stu (zmniejszenia) F, mozna doj§¢ do takiego jej polozenia, ze
przy dalszym jej przesuwaniu nie bedzie ona miata punktéw wspél-
nych z wielo$cianem K, WieloScian K polozony jest wéwczas 'z
jednej strony otrzymanej granicznej phiperplaszczyzny i ma 2z niag
badZ to nieskoficzenie wiele punktéw wspélnych, z ktérych kazdy
nadaje formie liniowej F ekstremalng warto§é, badZ tez tylko je-
den punkt wspélny. Punkt ten jest wtedy punktem wierzchotkowym
wielo§cianu, w ktérym zagadnienie programowania liniowego posia=-
da jedyne rozwigzanie,

3.3. Interpretacja ekonomiczna zadania
programowania liniowego

Przy rozpatrywaniu zagadnied ekonomicznych stosuje si¢ za-
zwyczaj nastgpujacy terminologie. Wektory

a. =\1a A .yeee B . o = . b
» » ' 9 yese
N 4 2 raz b b bz

j=12,...n

zwane wektorami warunkéw 1 ograniczef, nazywane sg wektorami’
naktadéw i zapaséw odpowiednio. Wspdirzedne wektorédw nakladéw
a, okreélajg zuzycie poszczegdlnych Srodkéw produkcji na jednost-
kg czasu dla danego wyjéciowego sposobu produkcji, a wspélrzedne
-wektora ograniczef b - zapasy poszczegdlnych Srodkéw ogranicza-
jace ich zuzycie,

Zagadnienia najlepszego wykorzystania zapaséw w drodze opty-
malnego ich rozdziaiu wedlug charakteru wykorzystania mozna po-
dzieli€ na trzy grupy:

a) zagadnienia planowania produkcji (optymalne wykorzystanie
mocy produkcyjnych),‘

b) zagadnienia sporzadzania mieszanek; racjonalny podzial ma-
terialéw (optymalne wykorzystanie surowcéw i materiatéw),

c) zagadnienia transportowe (optymalny plan przewozéw),

Do pierwszej grupy zagadniefd zalicza sie racjonalny rozdziat
obciazenia obrabiarek, optymalne rozdzielenie okreé§lonego progra-
mu na pbszczego’lne warsztaty, ustalenie optymalnego obcigzenia



sprzgtu przy danym asortymencie, wyznaczanie optymalnego asor-
tymentu produkcji, planowanie plodozmianu, rozmieszczanie ma-
szyn wg rodzaju prac rolnych i inne.

Do zadad drugiej grupy zaliczamy racjonalne cigcie materia-
16w przemystowych, okreélenie optymalnej mieszanki, stopu, die-
ty, dobér najtadiszych i najpozywniejszych racji zywnosciowych dla
zwierzat hodowlanych, wykorzystanie surowca i inne.

Do zagadniefi transportowych zaliczamy: optymalne powigzanie
punktéw przeznaczenia z punktami odprawy przy przewozie ladun-
kéw, racjonalne rozdzielenie §rodkéw transportowych, wyznaczanie
optymalnego planu przewozdw itp.

Przytoczymy teraz szereg przykiadéw zaczerpnig¢tych z ksigz-
ki R,Kulikowskiego |{36].

1. Problem przydziatu maszyn

Rozwazmy zaklad produkcyjny majacy m maszyn i produkujg-
cy n wyrobéw, przy czym wprowad Zmy nastgpujace oznaczenia:
- ilo§¢ czasu potrzebnego do produkcji jednostki produktu j

% e i
na maszynie i,
xij - ilo§¢é produktu j wytwarzanego na maszynie i w danym
okresie czasu,
a. - dysponowany czas pracy maszyny i,
- ilo§é produktu j, ktéry powinien by¢ wytworzony,
iy - koszt wytwarzania jedhostki produktu j na maszynie i,

Problem przydzialu maszyn polega na wyznaczeniu nieujem-
nych wartoéci Xy speiniajacych warunki

E a5 % < 3 i=1...,m, (66)

E xij=.bj; j= Neeosn (67)
J=1

oraz minimalizujacych wskaZnik jakosci

D2 ST @

j=t i=1

2. Problem optymalnego mieszania surowcéw
Wprowadzmy oznaczenia:

ajj - zawarto$é j-tego skladnika w jednostce i-tego produktu,
bj - wymagana zawarto$¢ j-tego skladnika,

c; - cena jednostki -i-tego produktu,

Problem optymalnego mieszania surowcéw sprowadza si¢ do
wyznaczenia nieujemnych ilo$ci produktéw x;, ktére minimalizujg



catkowity koszt

n
F = E I Ci Xi, (69)
i=
przy warunkach
n .
2 aij x > bj; j= 1ee.,m, (70)

3. Zagadnienie transportowe

Dany jest system m punktéw nadawczych wysytajacych jedno-.
lity produkt do n punktéw odbiorczych.
Oznaczono:
- ilo§¢ produktu wysytanego z punktu i- tego do punktu j-tego,

b .Y

aiu - ilo§¢ produktu, ktérym dysponuje punkt i,

b. - ilo§é produktu, ktérego wymaga punkt j,

c'.lj - koszt przeslania jednostki produktu z punktu i do punktu j.

Zaklada_]qc, ze calkowita ilo§¢ produktu w punktach nadaw-
czych Z a; jest nie mniejsza niz calkotha ilo§¢ produktu wy-

maganego w punktach odbiorczych 2 b‘1 tzn,

m

a > b, ()

} - J
Jj=1

zagadnienie transportowe mozna formulowaé nastgpujaco: znaleZé

takie wartodci Xij’ ktére minimalizuja catkowite koszty transpor-

F = Z Z e Xy (72)

towe

pod warunkiem

n

Z xij< a; i= 1...,m, (713)
J=1

m .

: PRSI I RCTRPRLS (74)
(=1

x..> 0; i=12,...,m; Jj=14,...,n0 (75)



3,4, Metody rozwigzywania zadania
programowania liniowego

Istnieja dwie zasadnicze metody rozwiazania zadafd programo-
wania liniowego: pierwsza - graficzna, druga - algorytmiczna po-
stugujaca sig¢ algebra liniowa. .

Metoda graficzna moze by¢ uzywana w praktyce tylko wtedy,
gdy w zadaniu wystepuja dwie lub ewentualnie trzy zmienne, Przy
wigkszej liczbie zmiennych rozwiazanie zadania tak sig komplikuje,
ze w zasadzie staje si¢ ono niewykonalne. Ze wzgledu jednak na
pogladowoé<¢ tej metody zostanie ona omdéwiona oddzielnie w dal-
szej czgdci pracy. .

W konkretnych zastosowaniach postugujemy si¢ wigc metodami
algorytmicznymi, ktérych istnieje wielka rdznorodno$é, Jako gtéw-
ne mozna wymienié metody Dantziga (simplex), Frischa, Dorfma-
na, Samuelsona itp, Wszystkie wymienione metody wigza sig¢ bez-
poérednio lub poérednio z przedstawiong poprzednio interpretacja
geometryczng problemu programowania liniowego. Polegaja one na
wykryciu najwyzej (ub najni‘zej) potozonego wierzcholka obszaru
(wieloécianu) dopuszc zalnych rozwigzah metoda kolejnych interacji
tzn., przez stopniowe przechodzenie od nizszych do wyzszych wie-
rzchotkéw tego obszaru.

W niniejszej pracy poprzestaniemy na oméwieniu tylko jednej
metody - klasycznej juz dzi§ metody simpleks.,

3. 4. 1. Metoda graficzna

Przy graficznym rozwigzywaniu zagadniefi programowania li-
niowego najwazniejsza sprawg jest wyznaczenie wielokata rozwig-
zafi dopuszczalnych, Nastepnie nalezy geometrycznie okreéli¢ war-
todci formy liniowej w punktach wierzcholkowych., Moga przy tym
zaistnieé¢ dwa warianty:

a) spoéréd otrzymanych liczb jedna z liczb okaze sig¢ wigksza
od pozostatych,

b) spoérc’)d otrzymanych liczb dwie liczby okaza si¢ réwne so-
bie, a przy tym wigksze od pozostatych, '

W przypadku pierwszym istnieje tylko jeden punkt optymalny,
ktéremu odpowiada najwigksza warto§é, W przypadku drugim ist-
nieje nieskofczony zbidr punktéw polozonych na odcinku i wszyst-
kim tym punktom odpowiada wartodé optymalna,

Rozpatrzmy na przykiadzie metode graficznego rozwigzywania
zadania programowania liniowego.

Przykiad
Niech dany bedzie ukfad nieréwnosci

3 %, + 5 x2<’15,'
5 *, + 2 x2<’]0,



x1> 0, x>0,

2
Znale£E Fmax = 5xq + 3 x,. _
Sposéb rozwigzania tego problemu przedstawiono graficznie na
rys. 11. X

Zakreskowane pole X2
OCMB stanowi obszar
rozwigzan dopuszczalnych
Przyjmujac rozmaite war-
toSci na F np.0,1,3 itp. Fz2
otrzymuje si¢ rodzing lie
‘nii prostych réwnoleglych.
Jedna =z tych prostych g
przechodzgca przez wie-
rzchotek M wielbkqta wy-
znacza poszukiwane roz=
wigzanie. Wspdlrzedne pun-
ktu M okredla sig¢ roz-
wigzujac ukiad réwnai

8xy ¢ 2xy =10

3x, + 5% 16

3x,l+5x2=15,

5x1+2x2=’10. Rys, 11

) 12W37rezultacie mamy ﬁ’l = 1,053; }'EZ = 2,368 oraz Fmax =
= 12,37.

3.4.2. Metoda Simpleks

Jak juz wspomniano metoda simpleks jest metoda iteracyjng
tzn, przez wykonanie szeregu krokéw dochodzimy do rozwigzania
optymalnego. W pierwszym kroku znajdujemy rozwigzanie bazowe,
a nastepnie sprawdzamy czy nie zostalo otrzymane rozwigzanie op-
tymalne., Jeéli nie, to w drugim kroku usuwamy z bazy jeden z
wektoréw i na jego miejsce wprowadzamy inny. W ten sposéb
otrzymujemy nowa bazg, dla kitérej ponawiamy czynnoSci kroku
pierwszego. JeSli otrzymane rozwigzanie nie jest optymalne, to
dalej postepujemy podobnie jak w kroku drugim. Zadanie sprowa-
dza sig¢ wobec tego do znalezienia dowolnego rozwigzania bazowe-
go, a nastepnie ulepszenia go dotad dopdki nie osiagnie si¢ roze
wigzania optymalnego, Rozwigzanie to znajdujemy po skoficzone}
liczbie krokdéw, pod warunkiem, ze ograniczenia nie sa sprzeczne,
bad# tez wartos¢ formy liniowej nie jest nieskorczona,

Geometrycznie rozwigzanie zagadnienia programowania linio-
wego metoda simplekséw oznacza, Ze poczynajac od okreélonego
wierzcholka wieloécianu w nastepnym kroku wybieramy wierzcho~



tek, ktdry jest polozony blizej rozwigzania optymalnego, A wigc
stopniowo przyblizamy si¢ do tego rozwigzania, aZz zostanie ono
osiggnigte.

Przed przystapieniem do omawiania algorytmu metody simpleks
przedstawimy sposéb przechodzenia z jednej bazy do drugiej, sfor-
mulujemy kryterium zakonfczenia dzialania procedury oraz kryte-
rium, wedlug ktérego dokonuje si¢ wyboru nastepnej ulepszonej ba-
zy. Wybdr ten sprowadza si¢ do okre$lenia nowego wektora bazo-
wego, ktéry nalezy wprowadzié do istniejgcej bazy oraz do podje-
cia decyzji, ktéry z wektoréw nalezy z niej usunaC,

Niech w danym zbiorze n wektoréw a4, 33,...,3, znajduje
sie m wektoréw jednostkowych, ktérych wspéirzedne tworzg ma-
cierz jednostkowa m-tego stopnia. Nie naruszajac ogélnosci rozwa-
zanl, mozna przyjal, ze takimi wektorami sa pierwsze m wekto-
TY 845 BpieeerBp, ktére tworzg baze wyjéciowa B =E =
= Bg BpreessBp . Poniewaz E-1 = E, to wyjéciowe rozwigza-
nie bazowe bedzie miato,postaé:

gdzie

T .
*p = [XB’I’ *parcre me] i xp; 20

natomiast wartos§¢é formy liniowej bedzie wynosié
m
F, = ZE , CRE T (76)

Zauwasmy ponadto, ze dowolna kolumna a. macierzy A mo-
ze by¢ wyrazona kembinacja liniowa kolumn macierzy B, a wigc

a =Ba.=§1y,}j+§2 y2j+"',+9mymj’ (17)

. _ T
gdzie wektor kolumnowy Xj = [y,‘j, ij’ ey ij] ,
przy czym

yy=B 2 dla j=12,....n (78)

Przypu§émy, ze zostal dokonany wybdr nowego wektora bazo-
WEgOo ktéry nastepnie chcemy wprowadzié do bazy na miejsce
wektora a,. Stad, nows bazowe rozwigzanie bedzie posiadaé baze
sktadajaca si? z we'ktorév.v BgrecesByo ar+'l”',"§m’dils' W ce-~
lu wyznaczenia tego rozwigzania, musimy dokonal przejscia od
jednej bazy do drugiej.

Zgodnie z przyjetym zalozeniem bazg¢ wyjéciowg stanowi ma-
cierz ’



B=E-= [g,l, gz,...,am],

a wiec, mozemy napisal

§=21 xB1+...+gprr+...+gmme, (79)
MR VR P TS W SN PP W A (80)
oraz
3 =2y, e 2y Vg teee tag Venj * (81)
ale z réwnania (80) mamy
a=ll—@-ay...-a y_ ) (82)
“r y ., "k =171k “m ‘mk”
rk
podstawiajac wyrazenie (82) do wzoru (79) otrzymujemy
b=a,6x + + 2 a, -a a +
2T By Xgq T e THpy Vo [—k 2qY T T By Ymk]
+.o.. F _a_tm me R
a po uporzadkowaniu
b—<x xBrx/>za'+ +XBra+ +
2 BTy - T #a Vo k
%
"Br
+ (X -—Y >§ . (83>
Bm Yok mk/ ~m

Ze wzoru (83) wynika, ze nowe bazowe rozwigzanie
T ’ ’ ! '
X5 [XB’I’ Xposeeer Xppreses me]
g
xp > 0
uktadu réwnani

= d . x!' s
b Q1XB1+...+§_kak+...+gmme,

nalezy wyliczaé ze wzoréw



x
s Br
x| =

. X,. =~ V. —_
Bi Bi ik Yok
dla i = 1,2,...,r=1, T+l ...,m (84)

x

oraz Xl = Br
Bk Yox

Podstawiajgc (82) do (81) w podobny sposéb otrzymujemy Wzo-
ry na rozklad dowolnego wektora 24 wedlug nowo znalezionej ba-
zy. Tak wigc

a, =a, V.. T ... +§_k ykj+... +'a‘mymj’

%37 %1
gdzie
Y.
TR ) . .
Vi T Yy T Vi v, dla i #j,
i (85)
y
vy, =2
i Y

Korzystajac z wyprowadzonych wzoréw zbadajmy teraz jak
sie zmieni warto§é formy liniowej F, przy przejéciu z jednej
bazy do drugiej.

W tym celu do wyrazenia

F' =c¢

. ) '
A ’IXB1+"'+Ckak+"'+ (86)

c_x
m Bm’
reprezentujacego warto§é formy liniowej w nowo znalezionym roz-

wigzaniu bazowym podstawmy wzory (84), skad po uporzadkowa-
niu wyrazdéw mamy

y Br Br
Fo =% - Zci Vi t ke ®7)

oznaczajac Przez

e (88)

er

Pemin =7
min Y

= X oraz
y Br

ostatecznie otrzymujemy

Fy = By m (B - ooy (®9)



przy czym
> 0,

Pmin
Z zaleznosci (89) wynika bezpoSrednio sens nastepujacych
trzech kryteriédw, na ktSrych oparta jest metoda simpleks:

1. Warunkiem koniecznym i dostatecznym na to, aby rozwigzanie
" bazowe x byto rozwigzaniem optymalnym jest speinienie nie-

réwnoéci F} - cj> 0 dla wszystkich j, gdzie F:’ = Ci¥ij»
f=f

2. Jesli w zbiorze J, = {i | F - cj<0; dla j= 1,2,...,n}
istnieje takie j=k, ze

2 -‘ck = min {(FJ - cj)} (90)

oraz Yik>0 przynéjmniej dla jednego i=1,2,...,m, to
przejécie do nowej bazy spelniajacej warunek Fy>F, jest
mozliwe przez wprowadzenie do starej bazy wektora a na
miejsce wektora a_, przy czym wskaZnik r okreélony jest

z warunku

g, = min [91} dla eI, (91)

= {i | vy > © dla i=’l,2,...m}

Y.
gdzie % =ﬁ oraz I

nie istnieje takie j, "ze %’ij> 0 przynajmniej dla jedneg

i=12,...m, to zadanie programowania liniowego nie posia-
da rozwigzania, gdyz warto$§¢ formy liniowej ro$nie nieograni-

3. Jefli w zbiorze Jo{j |F.-c.<0; dla j = 1,2,...nl

czenie,”

Odpowiednie twierdzenia, z ktérych wynikaja przytoczone kry~
teria, wraz z dowodami mozna znaleZé w pracach [’13 , 1251,
PrzejdZmy teraz do omdwienia algorytmu Simpleks.,

Algorytm metody Simpleks

Rozwazymy metod¢ simpleks dla niezdegenerowanego zagadnie-
nia programowania liniowego o postaci:
znale 26 maksymalna warto§é formy liniowej

Foox = ZCJ. %5 (92)

J=1
pod warunkiem spelnienia ograniczed

p
Za_,x,{é}b, i
“ ij il = i

J=1
%> 0 j= 1,2,0.0.,p (94)

B

12,000, m (93)



Algorytm metody Simpleks przebiega w nastgpujacy sposéb:

a. W pierwszym kroku ogélne zagadnienie programowania liniowe-
go sprowadzamy do postaci kanonicznej, przy czym sprawdza-
my czy wszystkie b; s3 nieujemne, A wigey

- po pierwsze wszystkie nierdwnosci (93), w ktérych wystepuje

ujemne b; mnozymy przez -1,

- po drugie przez wprowadzenie zmiennych dopelniajgcych, kaz~

da nieréwnos¢ (93) przeksztatcamy w réwnanie, a mianowi-

cie:
P ) o
; aij xjé bi przechodzi w ; aij xj + Xpyq = bi’
Xp+i >0
za

§
p B
Z i - = .
E aij xj/ bi przechodzi w E aij xj xp+i bi
J=1 Jj=1
0
Xp+i >

Zauwazmy przy tym, ze jeéli zmienng depeiniajaca dodajemy
do i-tej nieréwnoéci, to kolumna macierzy A, odpowiadajaca
zmiennej x_ ., jest réwna wektorowi jednostkowemu e;, jesli
za§ zmienng dopeiniajaca odejmujemy od i-tej nierdwnodci to
kolumna macierzy A odpowiadajaca XpH bedzie réwna - ej.
b. W drugim kroku znajdujemy pierwsze rozwigzanie podstawowe,
W tym celu, z macierzy A wybieramy macierz jednostkows,
ktérej wektory zapisujemy w kolumnie 'wektory bazowe'. Zwyk-
le wspdlczynniki przy zmiennych dopelniajgcych x_.: tworza
taka macierz jednostkowa, ktdrej wyznacznik jest réwny jedno-
§ci, Przeto wektory a ., 2 .5,....8,,, 32 liniowo nieza-
lezne i tworzg baze. W%wczas rozwigzanie podstawowe stanowi
wektor
T

xp = [0,0,...,0, xp+’|’ xp+2,...,xp+m] .

W przypadku, gdy w macierzy A nie mozna otrzyma¢
macierzy jednostkowej, wtedy dla jej utworzenia dodajerr;y nie-
zbedng liczbe wektoréw sztucznych gq; i sztucznych zmiennych
Xopie Ponadto w formie liniowej jako wartoS¢ wspSiczynnikéw
przy tych sztucznych zmiennych przyjmuje si¢ duzg liczbeg
ujemmng -M (przy poszukiwaniu maksimum) lub dodatniz +M
(przy poszukiwaniu minimum ).



c. W trzecim kroku tworzymy pierwsza tablice simplekséw., Typo-
wa jej postal przedstawiono w tablicy 4. W tablicy tej nie na-
ruszajac ogdlnodci rozwazad przyjeto, ze pierwsze m wekto-
réw a; tworzy baze¢, przy czym w odpowiednie jej kratki wpi-
sano efement‘/ macierzy A oraz wektora bj przyjmujac ozna-
czenia

Yio T bi’

Ty T Ry

Elementy wiersza wskaZnikowego tzn. wiersza, w ktérym
zapisujemy F, oraz Fj] - Cj’ oblicza sie¢ z nastepujacych wzo-
réw:

F =c

T
o b b,

(95)
T
F, -¢, =c ar-c,
S A
gdzie ¢, oznacza wektor, ktérego wspdirzedne odpowiadaja
wektorom bazowym 4&.,

J
Tablica 1
Tablica Simplekséw :
Wﬁlek- < <4 €y eeef € wuol Sk o}y
< ory P
bbazowe b a, EPIRER éj cee| B el B
Cal 24 [*47Va0 | Yan Yot Va5 Y T
C21 22 | *2TY20 | Y2 Yoz oot Y2501 Y23 o Yon
il B 1% TV | Yia Yizoel Vi o0 Vit Yin
Cr 2, * Y0 Ve Ye2 o* er o Yek ot Yen
M Zm | Ym0 YmA Yma'* ymj' “t Ymk " Ymn
Wiersz
wskafni- | T0 * SR B e U e e e
ko =y’ = o= = = =
FW_YC ) ym+’1,0 ym+’l,’l yrn+2,2. ym+’l,j yrr1+’l,k ym+’l,n
3




d.

W czwartym kroku badamy czy uzyskane gozwiaﬁzanie podstawoe-
we jest optymalne, a jeSli nie to dokonujemy wyboru nowego
wektora bazowego aj;, ktéry nastgpnie wprowadzamy do bazy.
Zgodnie z przytoczonymi kryteriami przy poszukiwaniu mak-
simum formy liniowej mozliwe 83 nhastgpnie dwa przypadki:

1, JeSli wszystkie elementy wiersza wskaZnikowego sa nieujem-
ne tzn, F, -¢.>20, j=2,...,n, to rozwigzanie jest op-
tymalne, J

2. Jeéli jeden lub wiecej elementéw wiersza wskaZnikowego sa
ujemne tzn, F:] - ¢,<0 np. dla j=k, to uzyskane rozwig-
zanie bazowe nie jést optymalne i nalezy wprowadzi€ nowy
wektor do bazy. :

W celu dokonania wyboru nowego wektora bazowego stosu-
jemy nastepujacy tok postgpowania:

= znajdujemy

F - ¢, = min(F. -c,) ‘wérc’)d F. - ¢c,«<0
k k (J j j i

- sprawdzamy czy przynajmniej dla jednego i
Yik> 0 dla i=12,.,.m,

Zalézmy, ze powyzsze dwa warunki s3 spelnione wigc wek-
tor a) wprowadzamy do bazy. Nalezy teraz podjaé decyzje,
ktéry z wektoréw nalezy z niej usungé., Zgodnie z kryterium
2 dokonujemy tego w my$l nastepujacej reguly:

- wyznaczamy kolejne ilorazy

Y.
i='l—O dla i=1,2,,..m,
Yik
- spoéréd zbioru Qi wybieramy ?min tzn,
Y
"= min 40
Prmin = ™0y 3 Vi 0 (96)

jesli min WYstgpuje np. przy i=r, to wektor k
witaczamy do bazy na miejsce wektora a,. W ten sposéb
otrzymujemy nowa baze, dla ktdrej rozwigzanié¢ zadania bedzie
posiadaé wigksza wartoéé formy liniowej, niz poprzednio.

Kolummne k '~ Tablicy Simplekséw nazywamy zwykle 'kolum-
na kluczowy'', wiersz r - wierszem kluczowym, natomiast
element znajdujacy sie na przecigciu kolumny kluczowej i wier-
sza kluczowego - ''elementem rozwigzujacym'. W naszym przy-
padku elementem rozwigzujgcym . jest Y.

W piagtym kroku tworzymy nastg¢pna tablice simplekséw. W ce-
lu znalezienia jej elementéw korzystamy z wyprowadzonych



uprzednio wzordéw (85), ktérych postaé jest nastgpujaca:

Vi
Y= §=0,12..,0, (97)
Y
Y, :
k
e =y, - = Yo (98)

. oraz

0% Vs, 00 T T Ymgq,y )

Po wyznaczeniu elementéw yij nalezy nastgpnie:

- w kolumnie ¢, warto§é <. zastapié przez Cx
- w kolumnie "wektory bazowe' wektor a. zastapié przez
wektor a.

f. W széstym kroku powtarzamy czynﬂoéci opisane w_punkcie d
niniejszego algorytmu.

Na zakoficzenie naszych rozwazaf rozpatrzymy przyklad zasto-
gowania metody Simpleks, przy czym posluzymy sie tym samym
problemem, ktéry wczesniej rozwigzywali$émy graficznie,

3.4.3, Przykiad

Znale#6 ‘'maksymalng warto$é formy liniowej

Fmax‘= Sx,I + 3x2,

pod warunkiem spelnienia .ograniczed

3x,l -I:"5x2 <. 15,

5x, + 2x2<1o, (100}

x, > 0, x2> 0,
Rozwiazania tego problemu dokonamy zgodnie z oméwionym
poprzednio algorytmem metody Simpleks.
Krok pierwszy - sprowadzamy problem do postac1 kanonicz-
" nej. )
A wigc wprowadzifny do nieréwnoéci zmienne dapelniajace
K, x4>0, w wyniku. czego mamy



3% +5x%x +x_ = 15
2 ’
1 3 (104)

p 2 =
5x,|+ x2+x4 10.

Krok drugi - znajdujemy pierwsze rozwiazanie podstawowe.
Uktadowi réwnafi (1041) odpowiada nastepujacy uklad wektordw:

3 5 {1 o 15
a, = s a, = , a, = ’ a, = ;7 b=
T s 2 |2 37 o 4 10

czyli macierz A ma postaé

Jak nietrudno zalwazy€, wspblczynniki przy zmiennych dopei-
tworza macierz jednostkowa. Oznacza to, ze

niajgcych x4 i Xy
wyznaczajg bazg wyjdciows oraz ze istnieje

wektory a4 i 2y
pierwsze rozwiazanie podstawowe

T

g = [0, 0, 15, 10] .

Krok trzeci - tworzymy pierwsza tablice simplekséw,
Na wstepie obliczamy elementy wiersza wskaZnikowego wed-~

tug {95). Tak wiec
Fo = 5x,1 -l~3x2 +0X3 + Orx4= 0,
gdyz w formie liniowej zmiennym dopelniajacym odpowiadajg zero-

we wspbiczynniki €5 i Cye

Stad wektor ¢y = [0, 0]T oraz F:] - < = -cye
Wypetnimy teraz tablicg simplekséw zgodnie z tablica .
Tablica 2’
Pierwsza tablica simplekséw
0
£y Wektory - cj 5 k 0
bazowe b a, |- 2, 2, a,
0 15 5 1 0
24 3
0
2, 10 5 2 0 1
Wiersz ’
- - 0 0
wska Znikowy 0 > 3




Krok czwarty - badamy czy uzyskane rozwigzanie ‘jest opty-
malne, a jeSli nie to dokonujemy wyboru nowego wektora bazowe-
go, ktéry nastepnie wprowadzamy do bazy.

Jak wynika z tablicy Simplekséw rozwigzanie wyjéciowe nie
jest optymalne, bowiermn dwa elementy wiersza wskaZnikowego (-5
oraz -3) sa ujemne. Mniejsza warto$é ma réznica

F'1 -c, = ~5.

Wobec tego wektor a, bedzie wtaczony w nastgpnym kroku
do kolumny 'wektory bazowe', W tablicy 2 "kolumng kluczowsa'
jest kolurnna -odpowiadajgca wektorowi B Kolumna ta zostala
ujeta w gruba ramke.

Poszukamy teraz ''wiersza kluczowego'' odpowiadajacego wek-
torowi wylaczanemu z bazy, ktérego miejsce zajmie 2y, W tym
celu skorzystamy ze wzoru (96), przy czym zauwazmy, 2ze ele-
menty: y 4= 3 oraz Yaq = 5 s3 dodatnie, Mozemy wigc, po-
dzieli¢ przez nie odpowiednie ‘elementy kolumny wyrazéw wolnych,
a mianowicie:

Yio 15 Ya0 40
T3 5w
Y24

= 2.

Y14

Wynika stad, 2Ze minimalna warto$é Qmin Wynosi 2, a wigc
“"wierszem kluczowym' jest wiersz, w ktSrym wystegpuje wektor
ay. Przy, tworzeniu nowej tablicy simplekséw zostanie on zastg-
piony przez wektor 2. Zwréémy uwage, ze elementem rozwiazu-
jacym jest

Y T Yoq T O

Krok pigty - tworzymy nastepna tablice simplekséw, przy
czym odpowiednie jej elemienty obliczamy ze wzoréw (97), (98) i
(99) w nastepujacy sposéb:

w plerwszej kolejnoéci znajdujemy elementy przeksztalconego wier-
sza kluczowego zgodnie ze wzorem (97), a wigc

natomiast pozostate dwa wiersze ze wzoru (98);
- dla wiersza odpowiadajacego wektorowi 23 mamy

—— —'——:—g—: 0,6,



to znaczy, 2ze y"lj =y,

- 0,6 ij'
stad

j

=15 - 0,610 = 9;

Yo = 5-0,602=3,8;

V12
Vg = 0-0,601=-0,6;

- dla wiersza wskaZnikowego mamy

hl-( = —YB—'] = =1 a wiec v, = ¥, T Y
Yo Yaq ’ 3 3 T2
skad
1 = = : ] = - = .4r s = -
y30 =0+ 10 = 10; y32 =2-3 KH Y34 0+1= 1,

Otrzymane dane wprowadzamy do drugiej tablicy simpleksdw.

Tablica 3
Druga tablica simplekséw
AN 0
gy Wektory Cj 3 3 0
bazowe b coay, a2, 53 2,
0 S 2y 9 0 3,8 1 -0,6
5| . 2, z 1 0,4 ) 0,2
Wiersz
wska Znikowy 10 0 -1 ° 1

Krok szdsty - powtarzamy krok czwarty tzn. badamy czy
 uzyskane rozwiazanie jest-optymalne. Z tablicy 3 wynika, Ze no-
we rozwigzanie bazowe jest réwniez nieoptymalne, gdyz

- =z 1<
FZ <, 1<0.
Postepujac dalej analogicznie jak to przedstawiono w kroku
czwartym i piatym dochodzimy do nastepnej tablicy simplekséw o
postaci




Tablica 4

Trzecia tablica simplekséw

c 5 0 0
gy Wektory Jj 3
bazowe b 2, a, 33 N
3 a, 1 2,368 0 1 0,2632 | -0, 1579
5 _@1 1,053 1 0 -0, 1053 0,2632
Wiersz 12, 368 0 0 0,2632| 0,84214
wskaZnikowy

Analizujac otrzymane wyniki widzimy, ze w wierszu wskaZni-
kowym mamy

F& - cj >0 dla kazdego j.
Otrzymali§my przeto rozwigzanie optymalne, ktére wynosi:

§<1 = 1,053 >22 = 2,368 ° oraz Fmax = 12, 37.

3.5. Dualno8¢ w zadaniach programowgnia liniowego

Rozwazmy nastgpujgce dwa problemy:
1) znale#¢ wektor %, ktéry maksymalizuje liniowa funkcje ce-
lu o postaci:

T
max F = max ¢’ x,
X X

przy warunkach
Ax<

I

(402)
oraz

0

'

X

2) znaleZé wektor 5_\, ktéry minimalizuje liniowa funkcje celu,
o postaci: T

min Fd =min A" b
A A
przy warunkach
AT,\ > c (10%)
oraz
A0,

gdzie x i1 ¢ 853 n-wymiarowymi wektorami, A i b - wektora-
mi m-wymiarowymi, a macierz A  posiada wymiar max n,



Problemy te nazywamy dualnymi wzgledem siebie, przy czym
jesli pierwszy jest problemem prymalnym to drugi jest dualnym
i odwrotnie,

Jak mozna wykaza¢ problem 2 mozna sprowadzié do problemu
1 przez zamiang znakdéw przy A, _Ig, ¢ na przeciwne,

Utwérzmy najpierw funkcje Lagrange’a dla problemu pierw-
szego

L, G 2) = ¢Tx 4 Z,l.i(bi - &' x), (104)
, —

gdzie oznacza i-ty wiersz macierzy A, natomiast

a
T .
A= A, Agpese A - wektor mnoznikéw Lagrange’a,
1 2 m g g

Zmiedmy teraz znaki A, b i ¢ oraz zbudujmy funkcje La-
grange’a dla problemu drugiego. A wiegc

T o, T
LA, x)=- A b+ ,-2.1 (gj A- cj)xj. (105)

przy czym @a; oznacza j-ta kolumne¢ macierzy A, a ponadto
x 2 0, /l > 0.
Dokonujac prostych przeksztalced latwo zauwazyé, ze

LZ(A’ §) = 'L,IQ» A )) (’106)

" skad wynika réwnowazno$é obu rozpatrywanych probleméw.

‘Zwigzki pomigdzy rozwigzaniami jednego i drugiego. problemu
programowania liniowego okreSlone sa przez nastgpujace dwa twier-
dzenia, ktére przytoczymy bez dowoddw:

Twierdgzenie 1, Aby wektor & byl rozwigzaniem problemu 1 pro-
gramowania 11mowego, trzeba i _wystarcza, aby
istniai taki wektor /\ > 0, ze [x, Z\] jest punk-
tem siodlowym funkcji Lagrange’a L,I(>_< A

Twierdzenie 2. Je$li zadanie prymalne programowania liniowego
) posiada rozwiagzanie R, to zadanie dualne (2)
ma rozwiazanie i, pPrzy czym

i
.
2,

(107)

oraz, jezeli

ax<b to A =0, i=12,,.,m, (108)

a, A>c¢ to. % =0, j=12,...n (109)



jezeli

ii> 0 to a' %= by, 1= 1%, um, (110)
jezell

3 T3 j=1,2 (111)

xi>0 to éjA—-_cj’ J= 2, .0

. Dowody wymienionych twierdzef mozna znaleZé w pracach [25],
[36].

Na zakodiczenie tych krétkich rozwazad warto wspomnieé jakie
korzyéci wyplywaja z wprowadzenia zagadnied dualnych. W przy-
padku gdy w danym zadaniu programowania liniowego wyst¢puje
dosé znaczna liczba réwnaf ograniczajacych przy niewielkiej licz-
bie zmiennych, to istnieje konieczno§¢ operowania bazg o duej
wymiarowo$ci, Natomiast przy rozwizzywaniu zadania dualnego
rozmiar bazy, réwny liczbie zmiennych, odpowiednio maleje, co
bezpoérednio wplywa na zmniejszenie si¢ nakfadu obliczed, Mozna
wigc w takich przypadkach rozwigzywaé zadanie dualne zamiast za-
dania prymalnego.

4. Programowanie kwadratowe

4.1, Sformulowanie problemu. Warunki Kuhna-Tuckera

Jak juz wspomniano w punkcie 1, programowanie kwadratowe
jest rodzajem programowania nieliniowego, w ktdrym ograniczenia
sa liniowe, a funkcja celu stanowi sumg formy liniowej z formg
kwadratowa, Po wprowadzeniu do zbioru ograniczed (C) punkt 1
wspdtrzednych dopeiniajacych zgodnie z zasada oméwiong w punk-
cie 3, problem programowania kwadratowego (C), moze by¢ sfor-
mulowany nastgpujaco:

ZnaleZ¢ wektor 2%, ktdry ekstremalizuje nieliniowa funkcje
celu

F o= ET;_g + §TD % _ (112)
pod warunkiem spelnienia zbioru liniowych ograniczef
Ax=Db (113)
oraz
>0, (114)

przy czym x i ¢ sa wektorami n-wymiarowymi, b wektorem
m-wymiarowym, macierz A posiada wymiar m x n, natomiast

macierz D - n x n, Nie tracac nic na ogdlnosci przyjmujemy,

ze macierz D jest macierzg symetryczng.



W dalszym ciagu naszych rozwazafi, poprzestaniemy na roz-
patrzeniu zagadnienia rmaksymalizacji wskaZnika (112). Jak wiado=
mo zagadnienie minimalizacji moze by¢ latwo wprowadzone do
maksymalizacji przez zmiane znaku funkcji delu

minf(x) = -max(-f(g)).

. Opracowanie ogélnej metody rozwigzania problemu programo-
wania kwadratowego jest mozliwe pod warunkiem, 2ze kazde znale-
zione optimum lokalne bedzie zarazem optimum globalnym, Jak zoe
stato to wykazane w punkcie 2,1 wiladciwos¢ taky posiadaja funkcje
wypukte badZ wkleste, Ponadto z wlasnodci tych funkcji wynika, Ze
suma dwdch funkcji wklg¢sinych stanowi réwniez funkcje wklesis.

W rozpatrywanym przez nas przypadku wska’nik jakosci (142)
jest suma formy liniowej (ktéra jest funkcja wklgsla) oraz formy
kwadratowej x! D x, Jak mozna wykazaé forma kwadratowa
§T D‘gc_‘ jest funkc;a‘ wklgsta jesli

1) §T D\;(_ jest ujemnie okreslona tzn,

’ ET D x<0 dla kazdego x =z wyjatkiem x=0

albo T
2) x D x jest uJemme pélokreSlona tzn,

;_;T D x €0 dla kazdego x,

przy czym. istnieje takie % # 0, dla ktérego :_:T Dx= 0,

Tak wigc, jedli forma kwadratowa bedzie spetniaé ktérykol-
wiek z powyzszych warunkéw to wskaZnik jakoSci bedzie funkcja
wklesta, W dalszym ciagu bedziemy zakladaé, ze warunki te sg
zawsze spelnione. Zauwazmy przy tym, 2ze jesli mamy do czynie-
nia tylko z pierwszym przypadkiem, to wéwczas forma kwadrato-
wa x- D x jest &cisle wﬂclgs{a, co oznacza, Ze problem posxada
jedyne maksimum globalne.

Skorzystamy teraz z twierdzenia Kuhna-Tuckera, ktére- zosta~
o oméwione w punkcie 2, 4, Poniewasz, zgodnie z naszymi zaloze-
niami, funkcja celu jest wklesta oraz ograniczenia s3 wypukie, a
wige wystarczy sprawdzié warunki konieczne Kuhna-Tuckera, aby
wykazaé, ze punkt % . jest szukanym rozwigzaniem.

W notacji stosowane_] w punkcie 2,4 problem programowama
kwadratowego zaplszemy

g@) = a b:H f(x) c x + x T D x, ('1'15)

gdzie al jest i-tym wierszem macierzy A,
Znajdziemy teraz odpowxedrue pochodne czastkowe
ag .
s o Vgl =a, (116)

a,. s
ax, ij
-}




3f L T ( )
S e : A = +2 D. 117
Tx c,+ 2 E % aij. £(x) s x

5 ) =1
Z twierdzenia Kuhna-Tuckera wiemy, ze jeéli £>0 jest
optymalnym rozwxqzanlem problemu programowania kwadratowego,
wtedy musi istnieé takie A , ze punkt [x, é:] speinia warunki ko-

nieczne (28) do (,33)
Na wstepie rozwazymy warunek (28) tzn.
m

3 . 4 N
5% L&A) = V@) - 34, Ve @) <o
i=]
Po- skorzystaniu ze wz_ovréw (416) i (117), warunek ten przyjmie po-
staé
2T .
T r22"p-4aTaxo, (118)
ale z zalozed Wwika, Ze DT =D, to po wprowadzeniu n wymia-
rowego wektora dopelniajacego

$=aTi -c-2D&>0, (119)

nieréwnosé (118) mozemy zapisa¢

c+2D%-ATA+d=0. _ (120)

Uwszgledniajac (119) warunek K-T (30)

v, L& Ak =0

wyrazi sig¢ nastgpujaco

79 =0, Iub X =0, 5= Am, (121)
natomiast warunek (31) réwnowazny jest réwnaniu
Ax=b, (122)
1

Pozostale warunki Kuhna-Tuckera, tzn. (29), (32)1i (33) EEY
spelnione automatycznie dla kazdego mozliwego rozwigzania, a
wigc nie potrzeba sig nimi oddzielnie zajmowad,

Reasumujac, jesli punkt xb 0 jest optymalnym rozwigza-
niem zagadnienia, to musza istnieé takie A oraz #>0, ze za-
leznodci (120), (121) i (422) sa speinione. Zaleznoéci te reprezen-~
tuja konieczne warunki Kuhna-Tuckera w wastosowamu do proble-
mu programowania kwadratowego,

Poniewas zgodnie z przyjetymi zatozeniami funkcja celu jest
wklesta, a ograniczenia wypukle, wigec warunki konieczne staja
si¢ warunkami dostatecznymi. Inaczej mdwige, jeéli znajdziemy
takie x>0, v>0 oraz A, ktére spelniaja ukiad réwnai



2Dx~-AA+y=-cg (123)
x, v, =0, j=1...,n,
3 )

wtedy x jest optymalnym rozwiazaniem. W rezultacie wige, za-
danie rozwigzania problemu programowania kwadratowego zostalo
sprowadzone do rozwigzania zagadnienia (123).

Istnieje szereg efektywnych metod iteracyjnych rozwiazujacych
ten problem. Do najwazniejszych z nich mozna zaliczy¢ metody:
Wolfa [641], Franka i Wolfa [23], Beale [3], Hildreth [29],
Houthakkera [30] i innych., W niniejszej pracy poprzestaniemy na
oméwieniu algorytmu Wolfa, ’

4.2, Metoda Wolfa

Metode te stosuje sie do rozwi%zywania zagadnienia (123) przy
zalozeniu, ze forma kwadratowa x~ D x jest ujemnie okreslona.
Jedna z najwigkszych korzysci tej procedury w poréwnaniu z inny=-
mi metodami numerycznymi jest to, ze przy rozwiazywaniu prob-
lermu optymalizacji posluguje si¢ ona metoda' Simpleks, stosowang
w programowaniu liniowym,

Metoda Wolfa oparta zostata na bardzo istotnym spostrzezeniu,
Mianowicie, jeSli [)_(, A, y] jest rozwigzaniem m + n réwnaf

A 0 0 x b
A = (124)
20 -AY 1 v -c
n
takim, ze
T
x>0, v>0, x y=0,

wtedy nie wigcej niz m +n skiadnikéw [)_;,A, g] moze byé réz-
ne od zera (stwierdzenie to wynika bezpoSrednio z warunku

;_;_T v = 0). Stad, jesli wektor [}_{,_&,‘ \_/] przy x>0, v>0 spel-
nia ukiad réwnah (123), to musi on by€ réwniez bazowym rozwig-
zaniem (’]24). Wystarczy wigc, badal bazowe rozwigzania (124),
aby znaleZ¢ rozwiazanie (123) pod warunkiem oczywiscie, Ze ono
istnieje. Rezultat ten byl po raz pierwszy uzyskany przez Baran-
kina i Dorfmana [26]. .

Algorytm obliczeniowy dla wyznaczenia bazowego rozwigzania
uktadu (124) jest w istocie pewna modyfikacjg techniki zmiennych
sztucznych stosowanej w programowaniu liniowym. Pierwszym kro-
kiem tej procedury jest okreSlenie bazowego rozwigzania ukladu



réwnafi A x = b, przy czym wykonuje si¢ to w sposéb analogicz-
ny jak w metodzie Simpleks. Jesli bazowe rozwigzanie ukladu
A x = b =zostalo juz znalezione, to wéwczas mamy pewnosé, ze
istnieje réwniez bazowe rozwigzanie (’124) dla x>0, v>0,
x~ v= 0, Wyznaczamy go w drugim kroku., W tym celu po pierw-
sze powiekszamy zestaw réwnad (124) przez dodatnie nieujemnych
zmiennych sztucznych. Nastgpnie maksymalizujgc ujemna sume
tych zmiennych przy warunku gT v = 0, az do momentu, gdy
réwnaé sie ona bedzie zero, otrzymujemy szukane bazowe rozwig-
zanie (124)

Rozpatrzmy teraz szczegblowo opisany powyzej algorytm, Za-
tézmy, ze =zostalo juz znalezidne bazowe rozwiazanie ukladu
A x = b, Oznaczmy je przez xp, natomiast odpowiednia macierz
bazowa przez B. Stad

Bx, =b (125)

Zwréémy uwage, ze bazowe rozwiazanie xR spetnia m
pierwszych ograniczed (124), Dlatego tez w ukladzie (124) tylko do
ostatnich n  ograniczefi wprowadzimy dodatkowe ' zmienne sztuczne.
Tak ngc, uktad réwnafi (124) przyjmie postaé:

A

1%
1]
1o

T (126)
2Dx - A A+ v+ Eus= -¢c,

gdzie: 20 jest n-skladnikowym wektorem zmiennych sztucznych,

"A 5 n jest macierza diagonalna, ktérej elementy
Aj = “_” 1.
Rozwazymy teraz sposdb okreslenia znaku A,. Oznaczmy

przez Dp macierz zawierajaca kolumny macierZy D odpowiada-
jace kolumnom macierzy A w B oraz przez d'.]B j-ty wiersz *
macierzy D

Wtedy

u
E

1
\%
o

g J
+1 jeBli ~c, - 2d
A = ) B (127)

R i
-1 jesli -cj - ZdB §B<O,
Z definicji tej wynika, ze je$li ustalimy
J -
=]-c, - =1,...1 = 0;
uj Cj ZdB I_(_B >0, J 1, n; A H (128)
v =0,
to otrzymujemy jedno z mozliwych rozwigzad ukladu (126), ktdre
zawiera nie wigcej niz n +m niezerowych zmiennych,



Rozwigzanie to mozemy zapisal

w
o
1%
2

B b
= (129)

I
o
]
H-
'
o

Jak mozna wykaza rozwigzanie (’129) stanowi bazowe .rozwig-
zanie ukiadu (’]26), a wig¢c macierz

B 0

By = _ (130)

ZDB E

jest macierza nieosobliwa, przy czym macierz odwrotna 1}51 ‘ma
postaé

™7 0

B, = A (134)

. -1
-2E
2 DBB E

Znajac podstawowe rozwigzanie (126) przy xg>»0, u> 0,
w nastepnym kroku postugujemy sig¢ metoda Simpleks w celu zre-

dukowania - %: 9y do zera, poprzez maksymalizacje F = -Zuj.
J

W metodzie tej nalezy wprowadzié jec;Inak pewne modyfikacje, kt6-
re umoszliwiaja spelnienie warunku x v = 0. Na ogdt realizuje
sig to w ten sposdb, ze jesli xj> 0, to wéwczas nie dopuszcza~
my do wprowadzenia do bazy v; 1 vice versa. Ostatecznie wiec
problem programowania nieliniowego, ktéry rozwigzujemy przy
pomocy metod programowania liniowego sprowadzil si¢ nam do po-
staci:

" znaleZé maksimum

F=-Zu.
7 )

pod warunkiem speinienia zbioru ograniczed

1#
]
frn

(132)

1
v 0
..O
1%
<
u
o

gdzie:



Q= H f=[h. -Q_-JT

2D -A A I E

T
oraz w = |x,5,¢, v, B] .
Zauwazmy, Ze W DOwyzszym problemie zamiast nieograniczo-
nego wektora A zostaly wprowadzone dwa nieujemne wektory:

I>o0 ¢>0,

na mocy nastg¢pujacego podstawienia
A-3-£

Pozostalo nam wyjas’n,iré sposdéb postepowania w przypadku,
gdy forma kwadratowa x~ D x jest ujemnie pélokredlona tzn,
x- Dx <0,

W algorytmie obliczeniowym moga zaistnieé wéwczas dwie na-
stepujgce sytuacje:

- plerwsza, kiedy istnieje mozliwo$¢, ze problem programowania
kwadratowego ma rozwigzanie nieograniczone,

- druga, gdy nie ma pewno#ci czy procedura obliczeniowa jest -
zbiezna do zadanego rozwigzania,

W celu usunigcia wymienionych klopotéw Charnes [7] zZapropo-
nowal modyfikacj¢ algorytmu Wolfa poprzez wprowadzenie do nie-
go sekwencji umozliwiajacej sprowadzenie problemu z forma kwa-
dratowa ujemnie pélokresowsg do problemu z formg kwadratowa
ujemnie okreélong, Jak mozna bowiem wykazaé, jesli 3~ D x
jest ujemnie pélokreslong wtedy x~ (D + £I)x jest ujemnie
okreéflona dla dowolnie matego £ <0, Okazuje si¢ jednak, ze po-
woduje to szereg komplika%]'i w algorytmie, a poniewaz procedura
Wolfa dziata nawet gdy x~ D x<0, wiec modyfikacji tej w prak-
tyce si¢ nie stosuje.

Na zakoficzenie rozpatrzmy przyklad zastosowania metody

Wolfa,
4.3, Przyklad

ZnaleZ¢ maksymalng warto§é funkcji celu

2
Froax = 2 %4 * %5 = x4, (133)

pod warunkiem speinienia ograniczesd

2x1+3x2+x3=6,



2:::1+xz+-x4 = 4,

Ky Xy Xy x4> 0. -

Stosujac poprzednio wprowadzone oznaczenia mozemy napisaé

§TD§=-X%\,
2 3 4 0 -1 0 0 0
A=l 4 0 1 o o 0 o
D= (134)
0 0 o0 0
¢ o o o

c = [2,- 1, 0, o]T; b= [6, 4]T.

W celu rozwigzania powyzszego problemu postuzymy sig pro-
cedura Wolfa pomimo, ze forma kwadratowa jest ujemnie péi-
okreflona, Zgodnie z omdéwionym algorytmem wyznaczmy najpierw’
podstawowe rozwigzanie ukladu

Ax = b.

Jak nietrudno zauwazyé rozwigzanie to wynosi

3 T .
’—‘B=[E’ 1, 0, 0} , (135)
przy czym
-2 0
103
2 3 4 | 4 4 0 0
B = i B = ; 2Dy = )
- 1.1 0 G
2 2 0 0

Nastepnie wedtug (132) sformulujemy zmodyfikowany zbidr

ograniczefl



1 3
2x1+x2 +x, = 4,
-2x, -23, 428, 25, 426, t v+ By =-2, (136)
-3},1—(-'351-;2 +§2 -}-‘4"2 +A2u2 =-1,
-}1 +§fl +v3 +A3u3 = 0,
-}2 +§2 +v4 +A4u;=0.

Okreélamy teraz znaki A. oraz poczatkowe wartosci zmien-
nych sztucznych wu;. Ustalajgc J =_§ =0 oraz y = 0, a ponad-
to wykorzystujac rozwigzanie bazowe (135), w ktérym X425,

z trzeciego réwnania (136) mamy

A,]u,l='l skad A, = 1 u =‘r]'

z czwartego réwnania (136)

Azuz = -1 skad A, = -1 u, = 1,
wreszcie z piatego i szdstego réwnania (136) otrzymujemy

A3u3=A4u4=0,

a wiec mozemy przyjac

A3=A4=’I; u3=u4=0.

Utworzymy obecnie wedlug (130) poczatkowa macierz bazowg
By ktéra ma postaé

2 3 0 0 0 0
2 1 0 0 0 0

B, - 2 0 41 0 0 0 37)
0 -0 0 -1 0 @
0 0 0 0 1 ©
o o o o 0 1]

Skad w oparciu o (131) otrzym‘ujemy '
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W rezultacie uzyskujemy rozwigzanie bazowe ukiadu (136),
ktére wynosi: x4 = roxp=l, ug=1, upE 1, va=v, =0
przy wszystkich pozostatych zmiennych réwnych zero. Ostatecznie
problem {133) sprowadziliémy do nast¢pujacego zagadnienia: zna-
leZé maksymalng wartoé€ formy liniowej

F = -u,'-uz, (138)

+pod warunkiem spelnienia ograniczeﬁ (436) prazy
T
% 3,f, ¥v» u»0 oraz x y=0,

majac dane pierwsze rozwigzanie bazowe ukiadu (136),

Rozpatrywany przez nas problem, w postaci (138) stat sie -
prbblemem z zakresu programowania liniowego, a wigc na tym
etapie mozZemy postuzyC si¢ juz metody Simpleks. Dalszy tok po-
stepowania wyjadniono w punkcie 3, wobec tego na tym zakorczy-
my rozwigzywanie zagadnienia (133),

5, Metody poszukiwania ekstremum bez ograniczeil

Jednym ze sposobéw numerycznego rozwigzania problemu (A)
pkt 1 jest sprowadzenie go najpierw do problemu bez ograniczef,
a nastepnie stosujac ktéraé z metod iteracyjnych dla optymalizacji
funkcji wielu zmiennych bez ograniczefi, wyznaczenie szukanego
ekstremum, Wynika stad, ze o efektywnofci optymalizacji w du-

. Zym stopniu decyduje wéwczas odpowiedni wybdr metody iteracyj-
nej. W ciggu ostatnich oémiu do dziesigciu lat mozna ‘zauwazyé
bardzo duzy nacisk polozony na rozwéj tych metod, W obecnej



chwili mozna by wymienié okolo 20 metod, ktérymi efektywnie po-
stuguja si¢ rézne zagraniczne oérodki obliczeniowe, W niniejszej
pracy ograniczymy sie tylko do oméwienia giéwnych reprezentacyj-
nych metod, natomiast w wykazie literatury zamieszczono prawie
peiny wykaz materialéw Zrédlowych. )
Metody numeryczne poszukiwania ekstremum funkcji wielu
zmiennych f(_) mozna podzieli¢ na dwie zasadnicze grupy:
1) metody przypadkowe,
2) metody zdeterminowane,
W dalszej czgdci metodami przypadkowymi zajmowal sie nie
bedziemy, natormniast szczegdlowo rozpatrzymy metody drugiej grus
py.
W§réd miétod tych wyrdézniamy nastgpujace dwa rodzaje:
~ metody bezgradientowe, ktére wymagaja jedynie obliczania war-
toSci samej funkcji, zwane czesto takze metodami bezpo$rednich
poszukiwad (“direct search') oraz

- metody gradientowe, ktére wymagaja zardwno obliczania warto-
§ci samej funkeji jak i jej pierwszych pochodnych (gradientu fun-
keji)

Za gldéwne, reprezentacyjne metody bezgradientowe mozna
uznal

1. HF -- metode¢ Hooka i Jeevesa
2, R - metode Rosenbrocka
3. N - metodg¢ Simplexu Neldera i Meada
4. GA - metodg Gaussa-Seidela
5. DSC - metodg¢ Daviesa, Swanna i Campeya
6. P - metode Powella i jej modyfikacje
7. Z - metod¢ Zangwilla
Do metod gradientowych zaliczamy natomiast:
1. GP - metode gradientu prostego
2. NS - metodg¢ najszybszego spadku i jej modyfikacje
3. GS - gradientu sprz¢zonego wg Fletchera i Reevesa
4, D - metod¢ Davidona
5. PE - metody Pearsona
6. NR - metode Newtona-Raphsona

Przed przystapieniem do. omawiania wymienionych metod zaj-
‘miemy si¢ najpierw rozpatrzeniem algorytméw poszukiwania eks-
tremum w kierunku, Z algorytméw tych korzystaja zaréwno meto-
dy pierwszej jak i drugiej grupy, przy czym jak sie o tym dalej
przekonamy, oddzialywuja one bardzo silnie na szybkos¢ zbiezno-
Sci poszczegdlnych metod. W celu ujednolicenia oznaczed wpro-
wadZmy nastepujace symbole;

- wektor zmiennych niezaleznych,
~ arbitralnie wybrany punkt startowy,
- punkt eékstremalny,

(o]

ol 15> I



%3 - aktualny punkt biezacy,

f(}_;) - funkcja celu,

glx) - gradient funkcji fx); glx) = v £(x),

. wektor kierunku poszukiwai,

- wymiarowo§¢ problemu,

- macierz symetryczna dodatnio okreélona, ktérej elementa-
mi sa drugie pochodne czgstkowe £x).

Wszystkie wektory sa n-wymiarowymi wektorami kolumnowy-

mi, Wektory wierszowe oraz transpozycje macierzy oznacza¢ be-

dziemy literag T, natomiast indeksem "t wartoéci danej wielko§-

ci po (badZ w) i-tej iteracji.

=RV

5.4, Metody poszukiwania ekstremum w kierunku

Ws&réd duzego bogactwa metod stosowanych do rozwigzywania
tego zagadnienia, najczgéciej uzywane sg metody:

1) zlotego podziatu,

2) interpolacji kwadratowej,

3) interpolacji szesciennej, .

Pierwsze dwie metody wymagajg biezace]j znajomo$§ci trzech
kolejnych punktéw,K x; wzdluz danego kierunku poszukiwafd oraz
wartofci funkecji celn f(}_{i) w tych punktach. W metodzie trzeciej
natomiast wystarczy znajomo$¢ dwéch punktéw x;, lecz w zamian
za to musza byé wyliczane Zaréwno wartoSci funkcji celu jak i
wartoéci pochodnych w tych punktach.

Rozpatrzymy. je teraz po kolei.

5.4, 4., Metoda zlotego podziaiu

Definicja., Funkcj¢ f(x) nazywamy "unimodalna' w przedziale
a<x<b jeSli posiada ona pojedynczy punkt stacjonarny
w tym przedziale, ’
Zakladajac cigglosé i "unimodalno$d'funkeji £(x) oraz prayj-
mujac, ze punkt stacjonarny stanowi poszukiwane minimum w kie-
runku mozna wypowiedzieé nastepujacy lemat:

Lemat, Je$li funkcja f(x) jest unimodalna w przedziale [:a, b],
‘wtedy dla zlokalizowania polozenia punktu stacjonarnego w
podprzedziale nalezacym do [a, b] istnieje konieczno&¢
obliczenia wartoéci funkcji w dwdch punktach tego prze-
dziatua,

Dowdd. Jeéli wartosé funkcji obliczono by w jednym wewngtrznym
punkcie x4, to nie mozna by zdecydowaé po ktdrej stronie
X4 polozone jest poszukiwane minimum, Wyliczajac dopie-.
ro warto§é funkcji w nasgepnym punkcie xp (rys. 12),
przy czym a<xq < %X, < b, korzystajac z nierdéwnosdci
f(x,])> f(xz) mozna okreslié czy minimum potozone jest w
podprzedziale [X’l' b:| , czy tez [a, x2] .



Na podstawie przytoczonego lematu mozna zbudowal algorytm
poszukiwania minimum w kierunku, przy czym minimum to moze
zostal okreélone z zadana dokladnoScig. Istotng cecha tego algo-
rytmu jest to, ze jeden z dwéch wyznaczanych punktéw x bedzie

.y

|
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Xz
Rys. 12

zawsze znajdowal sie wewnatrz zredukowanego nowego podprze-
dzialu, a tym samym w kazdej nastepnej iteracji wystarczy wyli-
czal warto$¢ funkcji tylko w jednym punkcie. Decydujacy wigc
wpltyw na efektywno$¢ tak skonstruowanego algorytmu bedzie mial
sposdéb doboru punktéw wewngtrznych, Jednym ze stosowanych spo-
sobdw jest wprowadzenie zasady, ze w kazdej nastgpnej iteracji
biezaco wyznaczane podprzedzialy obejmujgce poszukiwane mini-
mum beda sie zmniejszaty o staly czynnik 7, Algorytm ten zwany
algorytmem "zlotego podzialu" rozpatrzymy teraz bardziej szcze-
gétowo, . ) :
Zalézmy, ze w biezacym przedziale l:a(l), b<1)j| zostaly wy-

liczone dwie wartoSci funkcji celu w punktach xgl) oraz xg) na-
@_ ‘
< X,

lezacych do tego przedzialu, przy czym Xq



Zgodnie z przyjeta zasada dziafania procedury, punkty te mu-
sz spelniaé zalezno$&:

Lo 6 0 xf)

b%i) IO RN VIO (139)

skad
xgi) - a<i) = b(i> - xg). . (140
Jedli f(xgi))>f xgi)>, wéweczas w nastepnej iteracji dokonuje-

my redukcji rozpatrywanego przedzialu w my$l reguly:

NG =:xgi)

*

a(i+4) - a(i) (141)

2

x:(;+’l) - XS) .
Sprébujmy okreslié teraz ile powinna wynosié wart?%é stg}ego

czynnika 7, o ktéry nastgpuje zawezanie przedziatu [a o, b(1 :[ .
Na podstawie (139), (140) i (141) mozna napisaé:

L) o 6 @ @ MONENO)

2 1 el
NN = L) a(i) OR 0 =T (142)
2 2
ale z réwnania (140) wynika
XS") Sl (:;S) N a(i)> J (i43)
tak wiec
oM L@
Wz'”%”- (144)
2
Skad

e 1=o0. (145)



Rozwiazujac réwnanie (145) znajdujemy szukang warto§é

T= fz'—" ~ 0, 618.

W rezultacie algorytm 'ziotego podzialu'' przebiega w nastepu-
jacy sposéb:

() jesu f(xgi)>>‘f<x§)) , to

P+ @)

(146)
L) )
2 1
xgi+'1) O “-2) (b(i+'l) ) a(i)>’
albo
(ii) jesli f(xgi))g f(xgu) to
S0+ xgi) ,
(147)

L G

1 2 !

§1+1) RO (- (b(i) : a(i+1)> )

Wynika stad, 2ze po n-krotnych obliczeniach funkcji “f(x) diu-
goséé przedzialu poczatkowego redukuje sie do wielkosci:
) ) [0 0)] e (148)

b

Oprécz przytoczonego algorytmu dosy€ czesto stosuje sie réw-
niez algorytm oparty na liczbach Fibonacciego, jednakze jak wyka-
zaty badania [34] jest on mniej efektywny i bardziej skomplikowa-
ny od metody '"'zlotego podziatu'.

5.1, 2. Metoda interpolacji kwadratowej

Zaleta poprzednio omdéwionej metody jest duza prostota oraz
bardzo dobra zbieznos§€ uzyskiwana w kazdej sytuacji, Wada jej
natorniast jest niewielka szybko8¢ zbieznosci, ktéra jest tym
mniejsza im wieksza zaklada si¢ dokladno$¢é obliczerd minimum



w kierunku, Dla przyktadu, jes$li zada sie wyliczénia minimum =z
dokfadnodcia < 10™%, to iloéé obliczed wartosci funkcji wynosi ok.
20, Zwré€my jednak uwage, Ze przy wyprq\)vadzeniu metody ''ztote-
go podziatu' przyjeto bardzo stabe zalozenia, w ktérych wymagano
tylko ciagtofci funkcji oraz istnienia minimum w kierunku, W przy-
padkach gdy zatozenia te moga zostaé zaostrzone mozna wtedy po-
stuzy¢ si¢ bardziej efektywnym algorytmem opartym o interpolacje
kwadratows,

Zakiadajgc, ze w otoczeniu minimum w kierunku badang funk-
cj¢ mozna zastgpi€¢ wielomianem drugiego stopnia, to przy zasto-
sowaniu interpolacji kwadratowej mozna zbudowaé dwa nastgpujace
algorytmyr
(i) wartosé funkcji jest wyliczana w trzech kolejnych punktach,

przez ktére zostaje poprowadzony wielomian interpolacyjny dru-

giego stopnia, Nastepnie dokonujemy predykcji poszukiwanego
ekstremum okreflajac punkt, w ktdrym warto§é tego wielomia-
nu osigga minimum (rys.13). Z kolei punkt ten zostaje wpro-
wadzony na miejsce jednego z punktéw poczatkowych i opisana
procedura jest powtarzana dotad, az zostanie speinione odpo-
wiednie kryterium zbieznoédci, Po raz pierwszy algorytm ten
zostal zastosowany przez Powella [42]. Jednakze przy jego
realizacji zalecana jest ostroznosé, gdysz znaleziony punkt mo-
ze okazal sie maksimum w kierunku, a ponadto niewlasciwa
zamiana punktéw wyjéciowych moze doprowadzié do niezbiez-
noéci. Dlatego tez w algorytmie tym nalezy wprowadzié sze-
reg zabezpieczed, przy czym niektére z nich zostaty wykorzy-
stane w sieciach dziatad przedstawionych w punkcie 5,2 ;

I
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Gi) drugim sposobem, zaproponowanym przez Daviesa, Swanna i
Campeya‘ [34] jest wyznaczenie przedziatu, w ktérym znajduje
si¢ minifmum, a nastepnie dopiero zastosowanie interpolacji
kwadratowej (rys. 14). ' .
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a Xp Xm Xj c 4
- Rys. 14
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W rozpatrywanych dalej bezgradientowych metodach poszukiwa-
nia ekstremum przy wyznaczaniu minimum w kierunku postuzono
sie algorytmem stanqwiqcym kompilacje obu przytoczonych sposo-
béw. Algorytm ten zostal zdefiniowany przy pomocy sieci dziatad
podanych przy omawianiu poszczegblnych metod ‘optymalizacji. W al-
gorytmie tym dla wyliczania kolejnej estymaty minimum w kierun-
ku zastosowano wzbr zaproponowany przez Powella f42], ktéry-
"wynika z wielomianu interpolacyjnego Lagrange’a w oparciu o na=
" stepujace rozwazania, ’

Zalézmy, ze znamy wartoSci funkcji celu f,, fr, i f W trzech
kolejnych punktach xg, xp 1 x odpowiednio, przy czym
x,< Xp< X to wykorzystujac przyjgte na wstgpie zalozenia, wie-
lomian interpolacyjny Lagrange’a [31] bedzie mial postaé:

(X-xb)(X-xc) . (x - ga)(X-xc)
) =t T T, ) b By o )

+

e - %, )6 - )

Fle G -2 o, - %) "
CXC'-XaXC-Xb

(149)



Jak wiadomo warunkiem koniecznym, a w naszym przypadku
i dostatecznym istnienia w punkcie X ekstremum wyrazenia
(149) jest warunek

816)

=0 (150)
x dla x=x
m
a wigc
] me-(x +xc) L me-<xa+x(':) .
a (xa -.xb)(xa - Xc) b (xb - xa)(xb - xc)
2x - (x +x ) .
£ “f_jx p— (151)
c
skad
2 2 2 2y 2 2
1 (xb - xc)fa + (xc - xa):tb + (Xa - xb)f
x =5 (152)

(Xb - Xc>fa + (Xc - xa)fb + (xa - xb) fc .

Poza wyprowadzonym wzorem na Xy mozna takze stosowad
inng jego postal zaproponowana przez Daviesa, Swanna i Campeya
[34], a2 mianowicie

1L fc B fa
“m T T Z T ey (153)
c b a
przy czym jest ona- siuszna tylko w przypadku, gdy zachowane sa
réwne odlegtoéci L pomiegdzy biezacymi punktami Xy, X, Lox
w trakcie obliczed,

5.1.3. Metoda interpolacji sze§ciennej

Metoda ta jest o wiele efektywniejsza od algorytmu omdéwione-
go w poprzednim punkcie, jednakze wymagana jest w niej znajo-
moé¢ wartodci pochodnej kierunkowej, Dlatego tez, stosowana jest
ona prawie we wszystkich metodach gradientowych, pPrzy Cczym
po raz pierwszy posluzyl sie nig Davidon [11], a nast¢pnie
Fletcher i Reeves [22] w metodzie gradientu sprzezonego., Meto-
da interpolacji szeSciennej polega na tym, %e przebieg wartosci
funkcji w kierunku poszukiwad (tzn, kontur przecigcia hiperpowie-
rzchni funkcji przez hiperplaszczyzne) aproksymujemy krzywsg



trzeciego stopnia, Za}da sie przy tym, aby przed przystapieniem
do wykonywania omawianej metody, zostal znaleziony przedziatl
okre$lony punktami x, 1 %, w ktérym znajduje si¢ poszukiwa-
ne minimum w kierunku,

Zatézmy, ze dld dwéch punktdw ¥, 1 x; mamy dane warto-
§ci funkcji Y, i Y, , warto$ci pochodnych P, i Py oraz, ze
w przedziale tym badana funkcje celu £(x) mozna zastapi¢ wielo-
mianem trzeciego stopnia (rys.15).

Y

E]
&
x

Rys: 15
W tej sytuacji, funkcja £(x) Wyrézi sig przez
.3 2 )
Y = £(x) = ax” + bx  + cx + t, (154)

natomniast jej pochodna

P = 3ax® + 2bx + c. (155)

Za punkt wyjécia mozna wigc przyjal nastepujacy ukiad réw-
nafl z czterema niewiadomymi:

Y=ax3+bx2+cx + r,
a a a a
3 2 (156)
Y=axb+bxb+cxb+r,



2
P —3axb+2bxa+c,
(156)

2
Pb-3axb+2bxb+c.
Rozwiazujac ten uklad wyznaczymy warto§ci wspdtczynnikéw
a, b 'i ¢, a nastgpnie stosujac do wyrazenia (153) warunek ko-
nieczny istnienia ekstremum (150) otrzymamy poszukiwang war=-

to$¢ minimum x, o postaci
2b + 4b2 12
- V - ac
A e (157)
przy czym
2

4b° - 12 ac > 0.

Zamiast rozwigzywal powyzsze zadanie, w praktyce korzysta-
my ze wzoréw podanych przez Davidona [M1], ktére mozna przed-
stawié nastepujaco:

L

Y -Y

a b
z =3 +.Pa+Pb’

2
w o=\=z -P P, (158)
4 ePb+w-z

,

Pb-Pa+2w

xm=xb-d.

Zwréémy przy tym uwage, ze podstawiajac do tych wzordw na
Yo Yb,' P, oraz Py zwigzki (156) mozna przy pomocy pro-
stych przeksztalced wykazaé réwnowazno§é warunkéw (158) i (157),
W przytoczonych w niniejszej pracy algorytmach bedziemy postu-
giwal si¢ postaciag (158),

5,2, ’Metod}; bezgradientowe poszukiwania ekstremum

Wérdéd metod bezgradientowych wyszczegélnionych w punkcie 5
wyrézniamy dwa ich rodzaje:



- w pierwszym zaklada si¢ jedynie wypukloéé funkcji celu f£(x),

- w drugim natomiast zada si§ ponadto, aby £(%) byla ograniczo-
ng od dolu funkcjg klasy C oraz zeby mozna ja byto dostate~
cznie doyrze'a;proksymowaé forma kwadratowa o postaci

f@):QFA§+b&+m (159)

Do pierwszej grupy zaliczamy metody: Hooka i Jeévesa, Ro-
senbrocka oraz Neldera i Meada, do drugiej za§ wszystkie pozo-
state, Omdéwimy je teraz po kolei,

5.2.1. Metoda Hooka i Jeevesa - HJ

Jak juz wspomniano metoda ta zalicza sig do metod iteracyj-’
nych podzukiwania ekstremum co oznacza, 2Ze wyznacza ona punkt
minimalny % jako granice eciagu Xor Bqp Epreves gdzie x,
jest punktem poczatkowym. W metodzie tej w kolejnej iteracji wy-
stgpuja dwa sposoby poruszania sig: prébny oraz roboczy., Pierw-
szy sposéb stuzy do zbadania lokalnego zachowania sie funkeji w
niewielkim wybranym obszarze, przez wykonywanie krokéw préb-
nych wzdiuz wszystkich kierunkéw ortogonalnej bazy, Drugi » ro-
boczy polega na przejéciu w $cifle zdeterminowany sposéb do na=
stepnego obszaru, w ktdrym powtarzany jest' pierwszy etap lecz
tylko w tym przypadku, gdy,przynajmniej jeden:z wykonanych kro-
kéw prébnych byt pomyS$iny ’9 W przeciwnym razie powracamy do
poprzednio badanego obszaru i cykl przeszukiwania rozpoczynamy
od nowa przy zmniejszonej diugosci kroku,

a. Informacje wejéciowe
x, - arbitralnie wybrany punkt startowy,
§1’ 52,..., S"n - baza wyjéciowa utworzona z wzajemnie ortogo-
- nalnych wektoréw,
e - poczatkowa diugo$é kroku,
B - wspbiczynnik korekcyjny zmniejszajaey e;
0<g <1,
& - wymagana dokladno§€ Ilobliczes minimum,
n - liczba zmiennych niezaleznych,

*
Krokiem pomy§lnym nazywamy krok, w wyniku ktérego na-
stgpuje zmniejszenie si¢ wartofci funkeji tzn, f(§)<f(§b) gdy
=5, e éj’ gdzie e -oznacza diugo$€ kroku.



b. Algorytm obliczed
ETAP PROBNY

(1) podstaw j =1 oraz oblicz w punkcie X, warto€ funkcji
flxg) == Fy

(2) wzdluz kierunku §j wykonaj krek prébny

x =X

5 J,_,I+e$

=
oraz oblicz warto§é funkcji w tym punkcie f(:_cj)%F,

(3) zbadaj czy krok byl pomyélny tzn. czy F< Fg. Jesli tak,
to podstaw F w miejsce F_ oraz przejdZ do wykonania
punktu 6, natomiast je$li nie, to

(4) wykonaj krok prébny w przeciwnym kierunku
x, = X. -~ 2 eg,
- J g‘J
oraz oblicz wartoéé funkcji w tym nowym punkcie
f(>_<j) =¥, .

(5) zbadaj czy ten krok byt pomy$lny. Jefli tak, to podstaw F
w miejsce F, oraz przejdZ do wykonania punktu 6, nato-
miast w przeciwnym razie pozostaw biezacy punkt bez

zmian tzn, podstaw %4 w miejsce x5,

(6) zbadaj czy wykonano kroki we wszystkich kierunkach orto-
gonalnej bazy tzn, czy j=n. Jeéli nie, to podstaw j =
= j+1 oraz powtérz czynnoSci od punktu 2, natomiast jesli
tak, to

(7) zbadaj czy w wykonanym cyklu poszukiwania wystapity kro-

ki pomy$lne. tzn, czy f(}_(B°)> £(x.), przy czym w pierw~
szej iteracji §B0 = K. Jesli tak,” to podstaw X W miej-

sce x°, ktéry nazywany jest punktem bazowym oraz
przejdZ do wykonania ETAPU ROBOCZEGO, w przeciwnym
razie

(8) o ile nie zostalo speinione kryterium na minimum, zbadaj
czy relizowana iteracja jest pierwsza. Jesli tak, to zmiesd
punkt startowy x, i powtérz czynnoéci od punktu 1, jesli
natomiast nie, to powr4¢ do poprzednio przeszukiwanego ob=
szaru w my$l zasady

B
S

zmniejsz dtugo§é kroku o f tzn. e =§e oraz rozpocznij
wykonywanie procedury od punktu 1.



ETAP ROBOCZY
(1) wykonaj krok roboczy wedlug reguly
B B . Bo

- X

o =x + &

B Bo
J=2x" - x 0,

@) podstaw xB w miejsce x.Bo oraz wréé do realizacji
ETAPU PROBNEGO,

Rozpatrzmy dzialanie oméwionego algorytmu na przykiadzie
funkcji dwuzmiennych (rys. 16),

nl 1
i
|—2
,4 7
\ 1
(
J__ |
/ﬁs l
ﬁi—-e---ﬂ
7}
2
# !
ﬂ--———ii---xo
4
X
Rys, 16

Na rysunku tym poszczegdlne punkty x, oznaczono liczba-
mi w kolejnoSci w jakiej zostaty wyliczane.” Tak wigc, startu-
jac z punktu x rozpoczynamy realizacje ETAPU PROBNE-
GO, po zakoficzeniu ktérego otrzymujemy punkt 54. Punkt ten
przyjmujemy jako punkt bazowy, bowiem w czasie przebiegu
tego etapu mialy miejsce dwa pomy$lne kroki prébne x° i

>_;4 oraz tylko jeden niepomyéiny x’, a przy tym f(§4)< f(g_(,]).
Z kolei wykonujemy ETAP ROBOCZY w rezultacie czego
uzyskujemy punkt x°. Z punktu tego rozpoczynamy nastepny
cykl prébny korczacy si¢ znalezieniem nowego punktu bazowe-
go x°, przy czym f(§8)< f@‘l'). Postgpujac dalej w analogicz-
ny sposéb dochodzimy w trzeciej iteracji do sytuacji gdy waru-
nek (7) nie zostaje spelniony, bowiem f(§43>>f@8). Wobec



tego powracamy do punktu bézowego _:gs, zmniejszamy dlugoéé
kroku e i cykl poszukiwafd rozpoczynamy od nowa,

c. Kryterium zbiezno$ci
Idealnym kryterium zbieznoSci procedury iteracyjnej, decy=-
dujacym o zakoificzeniu jej dzialania, byloby przyjgcie warunku

"xj-:":j|<f,j dla j= 120,050,

gdzie: x. jest aktualng wartoScia skiadowej wektora x W

J j-tym kierunku,

£. - skladowa wektora £ minimalizujacego funkcj¢
J celuy,

Ej dowolnie mala zalozona liczba.

W rzeczywistosci kryterium takie staje sig nierealne, gdyz
wektor % jest nieznany, totez w praktycznych zastosowaniach
posiugujemy si¢ innymi kryteriami, bedacymi kompromisem
miedzy liczba iteracji jakg nalezy wykona€, a uzyskiwang do-
kiadnoécia. Hook i Jeeves w swojej pracy [34] zaproponowali
jako kryterium zakoficzenia dziafania procedury przyjaé waru-
nek, ze aktualna dlugo§é kroku e bedzie mniejsza od z géry
zalozonej liczby &.

5.2.2. Metoda Rosenbrocka - R

Metoda ta jest bardzo podobna do metody Hooke’a i Jeevesa
w tym sensie, ze ekstremum poszukujemy réwniez w n wzajem-
nie ortogonalnych kierunkach. Istotna réznica tkwi w tym, ze kie-
runki te nie pozostaja stale lecz w pewnych przypadkach w wyni-

ku obrotu ulegaja zmianom. Baza wyjéciowa 5-0 , i;,,_, §2 two~
rzona jest zazwyczaj z wersoréw ukladu wsplrzednych kartezjafi-
skich. Na wstepie w kazdym z tych kierunkéw wykonujemy kolejno
po jednym kroku o diugosci e. Jesli eksperyment taki koficzy
si¢ powodzeniem, to w mnastepnym kroku w danym kierunku ware
to§€ e zostaje zwigkszona o razy (> 1), natomiast w przeciw-
pym razie zostaje pomnozona przez -8, przy czym 0<A<1. Te-
go rodzaju tryb postgpowania powtarzany jest az do momentu, gdy
wykonanie kroku we wszystkich n kierunkach daje niepomy$lny
wynik ’czn.(f@._,l) < f()_:)) .

W takiej sytuacji, jééli jest speinione kryterium na extremum,
to procedura kodczy swoje dziatanie, jesli zaé nie ~ to wykonany
zostaje Algorytm Obrotu Wspéirzednych i dzialanie procedury roz=
poczyna si¢ od poczatku, -

a. Informacje wejéciowe
X, - arbitralnie wybrany. punkt startowy,



5:, §‘2),...,§ - baza wyjSciowa utworzona z wzajemnie orto-
B - =n gonalnych wektordw,
e - n-wymiarowy wektor poczatkowy diugoSci
kroku, ’
o - wspStczynnik korekeyjny zwigkszajacy e; o>,
B - wspblczynnik korekeyjny zmniejszajacy e;
0O<p<,
WartoSci liczbowe wspdiczynnikéw ¢ i § na-
lezy dobral eksperymentalnie. W przypadkach
rozpatrywanych przez Rosenbrocka, jako naj-
optymalniejsze przyjeto o = 3, g=0,5,
L - zatozona liczba iteracji,
n - liczba zmiennych niezaleznych.

b. Algorytm obliczed
(1) dla j=12,...,n oblicz f(:_cj_,] + ej ﬁ;) Gdy f(:_cj_,l +
+ eJ.E;)<fQ<j_1), to oblicz sume pomy$lnych krokéw dj =

= dj-’l + ej, przy czym do = 0, Pprzesuniecie punktu x5 =

= x5_4 + e-f? oraz podstaw e.=cae;. W przeciwnym

J o J
przypadku pddstaw x. = ’—{j-’l oraz e; = - fie,. Krok )
powtarzaj do momenf]u, az d. =0, dla j=1,2,...n,
Jezeli bedzie to mialo miejscé po jednokrotnym wykonaniu
(1), to:

(2) zmied punkt startowy x, i powtdrz krok (1). W przeciw-
nym razie, o ile minimum nie jest jeszcze osiggnigte:

) dokonaj algorytmu obrotu ortogonalnego ukladu wspdlrzed-
nych {;} i powrd¢ do wykonywania kroku (.

Sie¢ dzialad prazytoczonego algorytmu przedstawiono na
rys. 17, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywania,
na wstepie wyliczamy w punkcie i‘o warto§é funkecji celu
Fo= f(>_co).

W procedurze tej przez stowo "START" rozumianych jest
szereg typowych czynnosci takich jak zerowanie miejs¢ robo-
czych i blokéw, przepisywanie poczatkewych danych wejécio-
wych itp. CzynnoSci te celowo pominigeto majac na uwadze
wigksza przejrzysto$§é schematu, Natomiast pod zapytaniem
"Czy minimum" ukryte jest przyjgte przez Rosenbrocka kryte-
rium zbieznofci, Omdéwione ono zostanie w nastepnym podpunk-
cie. ’

Obecnie rozpatrzymy Algorytm Obrotu Wspéirzednych, ktd-
ry wyznacza nowy ukiad wzajemnie drtogonalnych wektordw jed-
nostkowych £ tworzgcych nowa baze przestrzeni. Algorytm ten
przébiega w nastepujacy sposéb:
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(1) wyznacz uklad wektordw:

(o] o] o
4, -d,]éq-+d2§_2+... +dn§n‘

= d, €2 + +a £
1 = 282 * - nn’ (160)

(o]

i, © dngn’

@) dokonaj..ortogonalizacji tego ukladu stosujac procedurg¢
Gram-Schmidta

Y/l = 3_/!’
-1

£, =t

=1 )

Y Tt @ §4) 6

_ 2
52 | 22| (161)
n-1
v o=q - Zi G £ 55
TN

(3) przeslij znaleziony zbiér wektoréw bazy {é} w miejsce pa-
mieci {io} . Warunkiem jednoznacznoéci przejécia od jed-
nego ukltadu do drugiego jest spetnienie nieréwnosci d. # 0
dla j = 1,2,...,n, gdzie d; jest suma pomyélnych kro-
kéw wykonanych w j-tym kierunku, W praktycznych realiza-
cjach metody Rosenbrocka warunek ten jest zawsze spetnio-
ny przez odpowiedni sposéb doboru diugos$ci kroku przed-
stawiony na rys.17 oraz stosowane kryterium oceny '"Czy
minimum'",

Zamiast omdwionego algorytmu obrotu mozna réwniez
stosowaé inny algorytm zaproponowany przez Powella [44],
w ktérym mnie wymaga si¢ spelnienia warunku dj £ 0,

Kryterium zbieznosci

Rosenbrock w swojej pracy [49] zaproponowat, uznawad
biezgcy punkt x 2za minimum, je$li w pieciu kolejnych 'obie-



gach" nie mial miejsca pomyslny krok (tzn. nie byla speiniona
zaleznos& F<Fo). Przez ''obieg' rozumie si¢ przy tym, ze-
spét czynnoéci polegajacych na wykonaniu po jednym kroku we
wszystkich ortogonalnych kierunkach aktualnie obowiazujgcej ba-
zy {i} zgodnie z algorytmem rys,17. Oczywista jest rzecza,
ze kryterium takie znacznie przedtuza czas dziatania procedury.
W konkretnych realizacjach metody Rosenbrocka stosuje sig
zazwyczaj o wiele prostsze kryterium, a mianowicie narzuca
sig z géry ilo§¢ iteracji L, po ktérej nastepuje automatyczne
zatrzymanie procedury. Jeéli po przeanalizowaniu wydrukowa-
nych danych okaze sig, Ze uzyskany wynik jest zadowalajacy,
to na tym sie poprzestaje, w przeciwnym przypadku przyjmuje
sie nowa warto§é na L i startuje si¢ z ostatnio wyliczonego
punktu X.

5,2.3. Metoda simplexu Neldera i Meada - N

Metoda ta jest dalszym rozwinigciem metody Spendleya, Hexta
i Himswortha [:28}. Polega ona na utworzeniu w przestrzeni EP g
n-wymiarowego simplexu®™ o - n+1 wierzchotkach w taki sposdb,
e mozna go wpisaé w powierzchnig reprezentujacg badana funkcje
celu f(x). Wylicza sig¢ wigc na wstepie procedury wspdirzedne
punktéw wierzchotkowych simplexu P; (dla ¥=1,2,. .. ynH1), za-
kiadajac przy tym arbitralnie pewna odlegtos€ miedzy tymi wierz-
cholkami, zwang ''krokiem''. 'W nastepnych iteracjach dokonuje sig
przeksztalced simplexu w sposéb przedstawiony w ponizszym algo-
rytmie tak dtugo, dopdki odlegloéé miedzy jego wierzcholkami w
poblizu szukaneégo minimum bedzie nie wigksza od zatozonej do-
kiadnoéci €.

Wprowad Zmy oznaczénia:
P - wybrany punkt - wierzchotkowy simplexu spoSréd n+1 wierz-

chotkéw P;, W ktérym warto§é funkcji badanej osigga mak=-

simum,

*
)N—wy-miarowym simplexemn o n+1 wierzcholtkach nazywamy
zbiér ws‘zysskich punktéw okreélonychlprzez wektory
0t ne

x = Z’: *; gi’ przy czym Z x; =1 oraz x4 >0,
i= =

gdzie §i oznaczaja wektory, a Xx; - wspélrzedne punktéw sim-
plexu, Inaczej méwiac, n-wymiarowy simplex jest wieloScianem o
n+4 wierzchotkach rozpigtych na n+1 wektorach bazowych., Przy-
klady simplexéws jednowymiarowym jest odcinek o dwéch wierz-
chotkach, dwuwymiarowym jest tréjkat © trzech wierzcholtkach
itd.



P, - wybrany punkt wierzcholkowy simplexu spoéréd n+1 wierz-
chotkdéw Pi’ w ktérym wartosé funkcji badanej osigga mini-
mum,

P - Srodek symetrii simplexu wylaczajac Py, zdefiniowany jako

ne1
P = -i;’—i, przy czym i#h, (162)

W algorytmie metody Simplex stosuje si¢ nastepujace trzy ope-
racje:

1) operacja "odbicia' punktu P, wzgledem P okres$lona
przez

P*'= (1 +a)P - aP (163)

h*

2) operacja "ekspansji'' punktu P wzgledem P okreflona
PrZeZ

P**= (1 - ) P* - 4B, (164)

3) operacja "kontrakcji" punktu P, wzgledem F  okres$lona
przez

P = BP, + (1 - plP. (165)
a. Informacje wejéciowe
Xy - arbitralnie wybrany punkt startowy,
d - poczatkowa odleglo$é pomigdzy wierzchotkami wyjéciowe~
go simplexu,

o - wspblczynnik odbicia o > 0,

B - wspélczynnik kontrakeji 0< g <1,

¥ - wspblczynnik ekspansji § > 1.
Wartoéci liczbowe wspélczynnikéw a,8i § nalezy dobieraé
eksperymentalnie. W przykladach rozpatrywanych przez Nel-
dera i Meada jako optymalng strategi¢ przyj¢to & = 1, g=
=0,5 §=2, i

£ - wymagana dokladno$é,

n - liczba zmiennych niezaleznych,

b. Algorytm obliczed
(1) oblicz wartoéci funkcji celu w punktach Wierzcholkowy;ch
simplexu F; = £(P;) dla i = 1,2,...,n+1
Wyznacz h i 1 takie, ze _f(Ph) = max, I(Pl) = min
spod§réd zbioru F,.



net

2P
(2) Oblicz $rodek symetrii simplexu P=-L = , i#h,

Wykonaj odbicie P* punktu P, wzgledem P, Oblicz
i(F)=s F, i {(P")=TF,

B

Jezeli F < min, to:
(3) Oblicz P** = {1 - §)P*- yP* i f(P"") = F . Gdy F <max,
¥ ¥ e e
to podstaw P**———Ph, w innym przypadku podstaw P =Py,

(4) O ile nie spelnione jest kryterium na minimum, powtérz
procedurg od kroku (‘1)

Jezeli F _> min, to:

(3) jezeli Fg» £(P;) dla i=1,2,...,0%1, 1 # h i F,> max
przejdZ do realizacji kroku nastgpnego, natomiast jeSli
F < max, to podstaw uprzednio P — Py,

(4) wykonaj kontrakcje P***  punktu Py wzgledem P i ob-
licz f(@P***) = Fié jezeli }:"k>Pmaui:> to wykonaj reduk-
cje simplexu, tzn. obiicz P; = %—1 , i=12,...n%1,
natomiast gdy P, < max to podstaw P***P,, a nastgpnie

g k P h

przejdZ do realizacji kroku (6).

(5) Jezeli F0<f(Pi) dla i=12,...n+1, i # h, podstaw
P* —= Py,

(6) o ile minimum nie zostato osiggniete, powtérr procedurg
poczawszy od kroku (1.

Sieé dzialafi przytoczonego algorytmu przedstawiono na
rys.18, przy czym przed przystgpieniem do jego wykonywania,
na wstgpie wyliczamy wspéirzedne punktéw wierzchotkowych
simplexu Pi (dla i = ’],2,...,n+’l).

c. Kryterium zbieznosci
Jak juz wspomniano, Nelder i Mead [39] jako kryterium
szakoficzenia dzialania procedury iteracyjnej przyjeli warunek,
ze odleglo$¢ pomigdzy punktami wierzcholkowymi simplexu be-
dzie mniejsza od z géry zatozonej liczby ¢£.

5.2,4. Metoda Gaussa-Seidela - GA

Metoda ta zwana takze ''relaxacyjna" nalezy do drugiej grupy
metod bezgradientowych, w ktdrych dla zapewnienia zbiezno$ci sta-
wia sig ostrzejsze wymagania funkcji f(x), niz w procedurach
rozpatrywanych dotychczas., W metodach tych zaklada sig, ze
f@) jest ograniczona od dotu funkcja wypukla klasy C oraz,
ze 'w bliskim otoczeniu minimum mozna ja aproksymowaé forma
kwadratowa o postaci (159), przy czym macierz drugich pochod-
nych A jest dodatnio okre$lona.
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Istota metody Gaussa-Seidela jest minimalizacja funkeji  £(x)
wzdluz kolejnych kierunkéw ortogonalnej bazy §1, $2,..., g‘-n,
ktéra utworzona jest z wersordéw ukladu wspdirzednych kartezjafi-
skich i w trakcie obliczedl nie ulega zmianie. Tak wigc, w przeci-
wiefistwie do metod omawianych opoprzednio, w procedurze tej sto-
suje sie minimalizacj¢ funkcji w kierunku, ktéra mozna zrealizo-
waé w sposéb opisany w punkcie 5.1, Zbiezno$¢ metody GA opar-
ta jest na nastgpujacym twierdzeniu.

Twierdzenie. Jefli funkcja celu f{x) ma postal f(x) = 21— §T A x,
to metoda Gaussa-Seidela jest zbiezna do punktu eks-
tremalnego &, wtedy i tylko wtedy, gdy macierz A
jest dodatnio okreélona,

Dowéd. W rozpatrywanym przez nas przypadku gradient funkcji
f(x) wyrazi sie przez

V= A x, (166)

stad przesunigcie punktu w i-tej iteracji okredlone jest
réwnaniem

§ aly, +A, ) =0, (167)

wynikajacym z warunku koniecznego na istnienie ekstre-
mum w kierunku,

Z réwnania tego otrzymujemy warto§é A; minimalif
zujaca funkcje f(x) w kierunku §i

i
.= -2 x./a.. 168
A x/2, (168)
gdzie: al oznacza i-ty wiersz rnacierzy &,

a, odpowiedni element tej macierzy,

Z drugiej strony warto$¢ funkcji celu w punkcie

Xaq T + ligi mozna przedstawi¢ w nastepujacy sposdb:

s T
f(}_:i+1) = f(gi) + ligi Ax +z A a., , (169)

skad, po wykorzystaniu (168) uzyskujemy

1.2 ’
£, 00 = ) - A 2y (7o)

Z zalezno$ci tej wynika, ze w kazdej nastepnej itera-
cji warto$¢ funkcji celu bedzie malata, bowiem elementy
aii> 0, gdy A jest dodatnio okreSlona, a poniewaz zalo-



a,

14

fbazg Wy_]smowq § =

zono na wstepie, ze funkcja f@) jest ograniczona od
dotu wigc tym samym wykazana zostata zbieznos$é algo-
rytmu GA,

Informacje wejéciowe
x - arbitralnie wybrany punkt startowy,
51, g—z,..., gn - baza wyjéciowa utworzona z wzajemnie ortogo-
nalnych wektordw,
e -~ poczatkowa diugosé kroku,
é. - wymagana dokladno$¢ obliczed minimum w

J j-tym kierunku,

&, - Wymagana doktadno$¢ obliczed minimum glo-
balnego,

n - liczba zmiennych niezaleznych.

Algorytm obliczest
(1) dla j =1,2,...,n oblicz }Lj minimalizujace

f(’—‘j-ﬂ A éj)

oraz wspSlrzedne nowego punktu

X, = x +K$

“j-1 b i

(2) zbadaj czy zostato speiione kryterium zbieznosci, Jeéli
nie, to podstaw x. w miejsce- xy, 1 powtdrz krok (1), w
przeciwnym. razie stop.

Rozpatrzmy dzialanie tej metody na prazykiadzie funkcji dwu
zmiennych, ktdrej poziomice przedstawiono na rys. 19,

Przebieg powyz-
szego algorytmu jest
w tym przypadku na-’
stepujgcy. Na wstge
pie zakladamy punkt
startowy x, oraz

: {g,] . §_2} pokrywa-
jacs si¢ w naszym
przykitadzie z wer-
sorami uktadu wspdl-
rzgdnych kartezjafie ¢
. . 22
skich. Nastg¢pnie wy= £, X
konujemy krok pierw- Rys. 19
szy tzn, startujac =z
punktu xo poszukujemy minimum funkcji w kierunku {:1 . Mi-

flx) = const

" nimum to znajdujemy w punkcie X4 W drugim kroku powta-



rzamy te same czynnoSci z tym jednak, ze startujemy teraz z
punktu x, oraz kierunkiem poszukiwaf jest 52. Minimum znaj-
dujemy w punkcie Xye Jak wynika z rys. 19 procedurg¢ t¢ po-
wtarzamy tak dlugo, az osiggniemy pozgdane ekstremum.

Zauwazmy jednak, jak malo efektywny staje si¢ powyzszy
algorytm, gdy zamiast funkcji o regularhych - eliptycznych po-
ziomicach napotykamy na funkcje o charakterze waskiej i diu-
giej doliny. Przypadek ten przedstawiono na rys.20.

x4

F=F@) = const

& ) X

Rys. 20

W celu uzyskania minimum F_ . musimy teraz poczgw-

szy od punktu x4 poruszaé sie bardzo mala diugoécig kroku,
Widzimy stad, jak bardzo zmalata szybko$C zbieznos$ci algoryt-
mu, przy czym czesto si¢ zdarza, Ze dla tego rodzaju powferz#
chni staje si¢ on zawodny, :

c. Kryterium zbieznosci

W metodzie tej za minimum uznaje si¢ punkt x, jezeli

przesuniecie punktw dj wzdiuz wszystkich kierunkéw ortogo-
nalnej bazy bedzie nie ‘wieksze od zalozonej z géry dokipdnosci
& tzn. dj<§, dla j = 1,2,..., n. ’

5,2.5. Metoda Daviesa, Swanna i Campeya - DSC

Dla usunigcia trudnoéci oméwionych w poprzednim punkcie zo-
stata opracowana metoda DSC, bedaca kompilacja metoda Gaussa-
-Seidela oraz metody Rosenbrocka. W metodzie DSC stosuje sig
wigc, podobnie jak w procedurze G4, minimalizacje wartoSci funk.
cji wzdiuz kolejnych ortogonalnych kierunkéw poszukiwaf z tg réa-
nics, ze w przypadku nie osiggnigcia minimum po cyklu zlozonym
z n takich krokéw dokonuje sie "obrotu wspéirzednych' w my$l
algorytmu Rosenbrocka., Jak wspomniano w punkcie 5.1, dla okref=



lenia ekstremum w kierunku skonstruowano procedur¢ charaktery-
zujaca si¢ nastepujacymi dwiema wiadciwoéciami: 1) wystepowa-
niem zmiennej diugoéci kroku, powigkszanej stale 2-krotnie przy
krokach pomy$lnych (tzn. f(g_cj) < f(l;j_,‘)), az do pierwszego kro-
ku niepomyélnego (f@c) > f@-_,])) oraz 2 wyznaczaniem minimum
w kierunku w oparciu’o wzér interpolacyjny (152).

Przy tego rodzaju organizacji poszukiwad, czynnosé druga jest
wigc realizowana tylko wtedy, gdy wartoSci.funkcji w trzech kolej-
nych punktach x,, Xp, .Xc speiniaja ukiad nierdwnosdci: Fp<Fc
i Fp<F,. Jak wykazaly obliczenia tego typu algorytm cechuje
dobra szybkoé¢ zbieznodci dlatego tez, zostat on zastosowany we
wszystkich metodach bezgradientowych, w ktérych dokonuje si¢ mi-
nimalizacji w kierunku,

a. Informacje wejSciowe
%, - arbitralnie wybrany punkt startowy,
o o o
§‘T s EZ""’ gn - baza wyjSciowa utworzona z wzajemnie or-
togonalnych wektordéw,
- wektor poczatkowej dlugoéci kroku,
wspbiczynnik korekcyjny zmniejszajacy diu-
go§¢ kroku e, 0<g<1, )
& - wymagana dokiadnoéé obliczefl minimum
globalnego,

n - liczba zmiennych niezaleznych,

e
1

b. Algorytm obliczed

(1) dla j=1%2,...,n obliczar 2, minimaliz%jqce
oy i) B
f@j-’l + Ajgj) oraz zbidr LIRS +Aj§j .
(2) oblicz wektor przesunig d = x5 ~ En»

(3) jeéli dla i=12,...,n d.,> ej lub £<dj<e- - dokonaj
obrotu ukiadu wspélrzgdnycim i powtérz procedire od kroku
(1), przy czym jeéli dla dowolnego ke [1, n] dp <&, pod-
staw uprzednio dy = 106 , natomiast gdy € < dj<ej pod-
staw ey = ﬁdj.

Sieé dziatah przytoczonego algorytmu przedstawiono na rys

21, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywania, na

wstepie wyliczamy w. punkcie %o, warto$€ funkcji celu F, =

= flxg

c. Kryterium zbiezno$ci

Analogiczne jak w metodzie Gaussa~Seidela pkt, 5. 2. 4c.
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5.2.6, Metoda Powella i jej modyfikacje

Z rozwazaf nad metoda Gaussa-Seidela wynika, ze w przypad-
ku wystapienia zadania optymalizacji, w ktérym poziomice funkeji
celu majg ksztalt waskich zakrzywionych dolin, metoda ta staje sig
bardzo wolno zbiezna. W tej sytuacji wyraZng poprawe szybkosci
zbieznoéci mozna uzyskal przez zastosowanie modyfikacji aktualnej
bazy kierunkéw poszukiwad. Jednakze przy wykonywaniu tego rodza-
ju operacji nalezy pamietal o zachowaniu niezalezno$ci liniowej
kierunké6w w nowo utworzonej bazie, gdyz w przeciwnym razie mo-
ze nastapi€ redukcja jej wymiarowosci, co w efekcie bedzie pro-
wadzi¢ do niezbieznoéci metody. Jedno z rozwigzad tego problemu
zostalo przedstawione w oméwionej juz metodzie DSC (punkt 5,2.5),
w ktérej modyfikacji kierunkdw dokonuje si¢ przez ortogonalny
obrét ukiadu wspdirzednych, Zupehie odmienna koncepcja postuzyt
sig natomiast Powell w swoich dwéch procedurach fa2]. Zapropo-
nowal on mianowicie, aby do istniejacej bazy, badZ co obieg™
(I wariant), badZ tez po- speinieniu okreélonego warunku (II wa-
riant), wprowadza na miejsce jednego ze starych kierunkéw po-
szukiwafi nowy kierunek, ktéry bylby 'sprzezony" do pozostalych.
Definicja, Dwa kierunki ﬁi oraz §j s3 wzajemnie sprzezone

wzgledem dodatnio okreélonej macierzy A, jedli

£, A gj =0 dla i # j. (171)

Jak zostato to wykiazane [34], kierunki wzajemnie sprzgzone
s3 liniowo niezalezne, a tym samym w I i II algorytmie Powella
warunek jednoznacznofci przeksztalcenia bazy kierunkéw poszuki-
wall jest zachowany,

I wariant metody Powella - P4

Koncepcja tej metody oparta zostala na nastepujacych dwéch
twierdzeniach:

Twierdzenie 1, Jesli g,], fZ"'."gn 53 wzajemnie sprzezonymi
kierunkami wzgledem dodatnio okreélonej macie~
rzy A, a ponadto stanowia baze rozpatrywanej
przestrzeni, wtedy startujgc z dowolnie wybrane-
go punktu x,, minimum formy kwadratowej

F=a +LJT§+%§TA

X, (172)

moze byC wyznaczone w skoficzonej liczbie itera-
cji w wyniku minimalizacji funkcji f(x) wzdiuz
kazdego z tych kierunkéw §€; tylko raz.
= .
Przez obieg rozumie si¢ dokonanie minimalizacji funkcji
wzdhiz n  kierunkéw obowiazujacej bazy,



Dowdd. Zwréémy uwage, ze jedli §_i sa liniowo niezalezne to do-

wolny wektor moze by¢é wyrazony przez
n
9= ;1 a; € (173)
gdzie

a, = , (174)

co bezpo$rednio wynika z wlasnoéci wzajemnie gprzgzo-
nych wektoréw, Zatézmy, ze po P iteracjach ™ osiggne-

1i§my punkt

p
x, = x, 2 Ay B (175)

i=]
to zgodnie z (167), nastgpna warto§€ A4 minimalizujg-

cg funkcjg f(x) wazdiuz kierunku +1 mozna okresli¢
z réwnania =P

T -
§p+1 vf@pm) =0 (176)

T )
§p+1 {A<§o + Z A, gi + lp+1 ng) + h]= 0, (177)

skad
T (4x +0b)
Zp+1
Roppq = - S . (178)
A
—é—p+’l §p+'l

T 2
gdyz wyrazenie gp+1 A Z)\.i {:i = 0 z zalozenia,
Ze wzoru {178) wynika, ‘zelgxllartoéé X +1 zalezy jedynie
od polozenia punktu startowego Xg» natomiast sposdéb
przejécia z punktu Xq do Xp 41 ’vnie ma na nig zadne-

go wptywu.

*)

Przez iteracje w tym przypadku rozumie sig wyznaczenie

minimum f(g_) w zadanym kierunku,



Po n iteracjich otrzymamy wigc

T
n. g (A x +b)E,
x = x -Z————T — (179)
n (o] é AE

i=1

ale wykorzystujac .(173) i (174) widzimy, ze (179) jest réw-
nowazne réwnaniu

x =x -x -A b=-A b, (180)
n “o (]

a to wskazuje, 2ze zostato osiggnig¢te szukane eksiremum
c.n,d.

Definicja., Méwimy, 2ze procedura iteracyjna posiada zbieznos¢ II
rzedu, jesli pozostaje w mocy twierdzenie 1.

Twierdzenie 2, Jesli x, jest minimum w kierunku E wystepujg-
cym w rozpatrywanej przestrzeni oraz jesli x4
jest réwniez minimum wzdluz tego samego kierun-
ku, to kierunek (3,1 - 50) taczacy te dwa minima

jest sprzezony z kierunkiem f .
Interpretacj¢ geometryczng

przytoczonego twierdzenia
przedstawiono na rys.22.

Dowdd, Z warunku konie-
cznego na -ekstre-
mum w kierunku

mamy
ET@ax +1p)=0, (181)
> 1 Rys, 22
oraz
£y +p) =0, (182)

2 o
skad po odjgciu stronami otrzymujemy
T .
£ Ak, - x,)=0, (183)
a to przeciez jest warunkiem wzajemnego sprzg¢zenia kie-

runkéw c.n,d.

Biorac pod uwage obydwa podane twierdzenia mozna sformulo-
wal przebieg procedury P41, A wigc na wstepie, podobnie jak to



miato miejsce w metodzie Gaussa i Seidela, dokonujemy minimali-
zacji wezdluz n ortogenmalnych kierunkéw £4, £ps4.04 £, Nastep-
nie po zakoficzeniu tego obiegu wyznaczamy nowy sprzezony kieru-
nek §n+'l' w my$l zasady

§n+’l -

- X

(184)

oraz nowy punkt startowy x_, w rezultacie minimalizacji funkeji
~wzdtuz kierunku €n+’]' 7 kolei dokonujemy modyfikacji kierunkéw
w ten sposéb, ze z bazy zostaje usuniety kierunek -é-’l’ a na jego
miejsce zostaje wiaczony §n+'l , przy jednoczesnej zmianie kolej-
noéci kierunkéw wedlug reguty §k+1 ——gk dla k=1,,..n. Opi-
sany algorytm powtarzany jest tak diugo, az zost aje speinione kry-
terium zbieznosci procedury.

.a. Informacje wejéciowe
- arbitralnie wybrany punkt startowy,

§-‘l’§2""’§n - baza wyjéciowa utworzona z wzajemnie ortogo-
nalnych wektoréw,
e - poczatkowa dlugo$é kroku,

&Y - wymagana dokladno$é obliczed minimum w
j=tym kierunku,

€ - wymagana dokladno$¢ obliczedl minimum glo-
balnego,

n - liczba zmiennych niezaleznych.

b. Algorytm obliczed
(’l) dla j = %4,2,...,n oblicz A; minimalizujgce
f(:_cj_1 + 7Lj _EJ) oraz wspllrzgdne nowego punktu x; =
=gt A8
(2) wyznacz skladowe kierunku sprzgzonego w mys$l wzoru
&

2 n+1 =

(3) wzdiluz nowego kierunku én+’l _okreél A minimalizujace

flx_ + 7\5

n n+’l)
oraz wyznacz wspbirzgdne nowego punktu startowego

Et1 T + h§n+’l =y
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(4) dokonaj modyfikacji kierunkéw poszukiwaf wg zasady

_§r+1-=>§r dla r= 1,2,...,0
powtérz czynnoéci od kroku (’1), o ile nie speinione jest
kryterium na minimum.

Sieé dzialad przytoczonego algorytmu przedstawiono na rys.
23, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywania, na
wstepie wyliczamy w punkcie x4 warto§¢ funkcji celu F, =
= £z '
7 dotychczasowych rozwazafd wynikaloby, ze procedura P71
powinna charakteryzowaé sig zbieznoscia II rzedu, jednakze jak
wykazal to Zangwill [62], w niektérych przypadkach nie sg
spelnione zatozenia twierdzenia 2 i procedura Powella I traci
te wltadciwo$€, W celu zachowania zbieznoéci nalezy wtedy
przed rozpoczgciem wykonywania mormalnej" procedury doko-,
naé minimalizacji funkcji wzdluz wszystkich kierunkéw ortogo--
nalnej bazy poczatkowej. Spostrzezenie to w postaci odpowied-
niej zmiany zostalo wprowadzone do sieci dziatad metody P1
(rys.23).

Rozpatrzmy dziatanie oméwionej procedury na przykladzie
funkeji dwuzmiennych, ktérej poziomice przedstawiono na rys.24,

%

Rys.24



Przebieg algorytmu w tym przypadku jest nastgpujacy.
W pierwszym kroku, startujac z punktu - dokonujemy mini~

" malizac¢ji F- wzdiuz kierunku g’l,‘ Poszukiwanym punktem jest

punkt %4 Nastepnie powtarzamy te same czynnodci wzdhiz kie-
runku éZ. i w punkcie %5 osiggamy szukane minimum. Wdru-
gim kroku wyznaczamy skiadowe kierunku sprzg¢zonego, przy
czym w naszym przypadku x, = Xj. Kierunek ten na rys.24
ozZnaczono przez §3. W trzecim kroku wzdiuz tego nowego kie-
runku dokonujemy minimalizacji funkcji celu, Niech tym nowym
punktem bedzie punkt S Przeprowadzamy teraz modyfikacje
kierunku w my$l przyjgtej zasady tzn. §2% §_ oraz

é #é Startujac nastgpnie z punktu X4 powtarzamy caty
cykl od poczqtku.

Kryterium ‘zbieznosci
W celu ustalenia warunkdéw zakoficzenia dziatania procedu-

ry iteracyjnej Powell zaproponowal nastepujgcy tok post¢powase

nias

1) wykonywaé "normalng" procedure; +(zgodnie z punktem b) az
do momentu gdy w kolejnej iteracji przesunigcie punktu
wzdluz poszczegdlnych kierunkéw poszukiwafi bedzie mniej-
sze niz 0,1 wymaganej dokiadnosci Eqoe Znaleziony punkt
oznaczmy Przez Pa'

2) obhczyc nowy punkt startowy procedury mnozac wspblrzed-
ne punktu P przez wielko§¢ réwna 10 Eqe

3) powtérzyé czynnosc1 omdwione w punkcie 1. Znaleziony
punkt oznaczmy przez P, :

4) znaleZ€ mminimum funkcji wzdluz linii przechodzacej przez
punkty P i Pb‘ Znaleziony punkt oznaczmy przez P

5) zakoficzyé dziatanie procedury jesli lPa - Pc! oraz
|Pb - P l beda mniejsze od 0,1 €gr W przeciwnym przy-
padku Wykonac punkt 6,

6) wyznaczy€ nowy kierunek poszukiwad §k réwny’

P -P_
€ =7 P "
- Ia cl

c*

a na.stgpnie wiaczyé go do ba'zyv na miejsce é,].
7) przejéé do ponownego wykonywania punktu 1, ~

Oczywiscie, Ze powyzej opisane kryterium zbieznosci jest
bardzo ostre i wymagay dos$¢ duzego nakladu obliczed, a tym
samym przediuza znacznie dzialanie procedury, Stad tez, w
wielu przypadkach poprzestaje sie¢ tylko na speinieniu warunku
podanego w punkcie 41, badZ po prostu, jak to miato miejsce w
procedurze Rosenbrocka, zakiada sie z géry. ilo§¢ iteracji L
jaka nalezy wykonal, Nastepnie zad.w zaleznoSci od analizy



otrzymanych wynikéw podejmuje si¢ dalsze decyzje. Tego rodza-
ju upreszczone kryteria musza by¢ jednak stosowane bardzo
rozwaznie, gdyz nie trudno o omyike, W przypadku bowiem
funkcji silnie nieliniowej moze si¢ zdarzy¢, ze przez trzy lub
wigcej iteracji jest prawie niedostrzegalne ‘przesunigcie punktu
wzdtuz kierunké$w poszukiwafd, checiaz obszar ten jest odlegly
od rzeczywistego minimum, Dlatege tez jeéli procedura Powel-
la ma byé realizowana w postaci pedprogramu lepiej stosowal
kryterium ogélniejsze przyteczone na wstepie,

1I wariant metody Powella - P2

Drugi wariant tej metody jest bardzo podobny do poprzedmo
oméwionego z tg jednak réznica, Ze na innej zasadzie oparto w
nim .sposéb tworzenia nowych kierunkéw poszukiwafl, Jak mozna
bowiem wykazat [62] w przypadkach wielowymiarowych istnieje
mozliwo§€ powstawania w metodzie P41 kierunkéw zaleznych:linio-
wo, Stad tez; dla zabezpieczenia si¢ przed tg ewentualno$ciag w
metodzie P2, zamiast dokonywaé modyfikacji kierunkéw po kazdym
obiegu Gak w P1), zmiana kierunkéw nastqpuje tylke przy speinie-
niu warunku’

N A
a

2> 0,8, (185)

gdzie: A .. jest maksymalnym przesunieciem wzdiuz Jednego z

n kierunkéw poszukiwafi (kierunek ten zostat ozna-
czony przez & ),
A - wyznacznikiem macierzy utworzenej z n wekto~
) réw 51,
oo - caltkowitym przesunigciem po dokonaniu koleJnego
‘ obiegu, Natomiast, w razie niespeinienia warunku
(185) nowy obiég przehiega bez jakichkolwiek
zmian tzn, obowfzgzu;q uprzednio przyjgte . kie-
runki,

Uzasadnienie przedstawionego kryterium opiera sig na naste-
pujacym twierdzeniu: ’
Twierdzenie 3, Jezeli kierunki éq,..., gn sa tak wybrane, ze

giA§i=4 i= 12,0 (186)

to wyznacznik macierzy, ktérej kolumnami sg
wektory §; osiaga warto$¢ maksymalng wtedy i
tylko wtedy, gdy kierunki te s3 wzajemnie sprzeg-
zone.
Dowdd. Niech bedzie dany zbidr wzajemme» sprzezonych kierun-
kéw:

20 g2t D



to z definicji bedzie on mial wlasnoéé

0; A0, =6 1= 12,000 j=12,.0.0,n (187)

gdzie: Jij jest delta Kroneckera

0 dla i #j
Ji' =
J 9 dla i =.j.

Zalézmy, ze istnieje transformacja wigzaca {_é__] z {2}

n

& = 21 Uy 2y (188)

to z warunku (187) rzymu_)emy
T Z Z Ui U 1’7kA = ZUkUJk’ (189)

a w szczegdlnosci
n. . . o
> U U =1 1= W2, , (190)
k=1

Oznacza to, ze wyznacznik macierzy U nie przewyzsza 1
i jest réwny jednesci tylko wéwczas, gdy U jest macie~
rzg ortogonalna. A w1@c

£, 88" ‘Jij', : (191)

a to wskazuje, ze kierunki éi 83 wzajemnie sprzezone
‘c.n.d,

Wrioskiem z przytoczonego twierdzenia jest sposéb dobierania
kierunkéw Eq,...)ﬁ tak, aby wyznacznik macierzy byl mozliwie
jak najwigkszy, Wynika stad, ze kryterium takie jest o wiele sil-
niejsze niz stosowane w metodzie P4, gdyz wyklucza ono ewentu-
alng zalezno§¢ llmowq pomiedzy nowo utworzonymi kierunkami.

W celu peinego wyjaénienia zasady dzialania procedury P2, pozo-—
stato nam odpowiedzie¢ na pytanie; ktéry z kierunkéw nalezy usu-
ngé ze starej bazy, zeby na jego miejsce méc wprowadzi¢ nowy,
sprzg¢zony kierunek., Okazuje si¢, ze kierunkiem tym jest Em’
wzdiuz ktéregomastgpuje naijgksze przesunigcie punktu, Rezultat
ten wyplywa z nastgpujqcego rozumowania:



Zaldzmy, ze ¥; jest punktem, w ktérym funkcja f(x) osig-

ga minimum w kierunku _‘i:i' pPrzy czym
£, 88 =1, (192)

.to przesunigcie punktu wzdiuz tego kierunku mozna wyrazié

I}—{i-’l 1| ; =% §1 ’ (193)
gdzie Xi_4 jest punktem odpow1ada]Qcym minimum funkcji wzdiuz
2i~1"
Natomiast po wykonaniu catego obiegu otrzymujemy
"% T % §’1 +d2—§2+"' +an§n' (194)
gdzie: X, - oznacza punkt startowy,
X - punkt wynikowy po zakoficzeniu cdbiegu,

Z drugiej strony, zgodnie z zasada tworzenia kierunku Sprzg-
Zonego

—Fén+’] ) oraz §n+'l 4 §n+’l =1 (195)

a to wskazuje, ze rezultatem zamiany jakiegokolwiek wektora ko-
lumnowego §; przez wektor sprzezony é 4+q _Jest pomnozenie wy-
znacznika macierzy kierunkéw przez cZynmk ‘Z‘ . Stad, najlepszy
efekt z takiej zamiany uzyskamy wtedy, gdy kierunkiem tym beg-
dzie kierunek ém’ dla ktérego przesuniecie o; jest najwicksze,
przy c¢zym zamiana ta bedzie miala sens tylko wéwczas, gdy
a > M. Tym wigc, nalezy tlumaczy¢ istote warunku (185), przy
pomocy ktérego sprawdza sie czy zastgpienie kierunku ém przez
nie spowoduje, e nowy wyznacznik nie bedzie mniejszy od
gry zadanej wartosci (0,8), majacej zapewnié niezaleznosé li-
niowa nowo utworzonego zbioru kierunkdw.. W przypadku, gdy wa-
runek ten nie zostaje speiniony te w my$l procedury P2, ustalone
w poprzednim "obiegu" kierunki pozostaja bez zmian, co z kolei
znacznie opéZnia otrzymanie n wzajemnie sprzezonych kierunkéw,
Zwigksza si¢ tym samym ilodé obiegéw i czas dzialania procedu-
ry, lecz teoretycznie niezawodno§é metody wydaje si¢ by¢ zagwa-
rantowana. .

a. Informacje wejéciowe
Analogicznie jak w I wariancie metody Powella,

b. Algorytm obliczed
Iteracje k rozpoczynamy podstawiajac k = 1
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(1) dla j'= 1,2y...,n oblicz A}‘ minimalizujac

k k k k k k ,k
f(:_{.- + A, ) i okresl x, = x, + A, .
31 JéJ =3 j=1 i &y
k_ |k k| . k _{k k) k
(2,) okresl ak = Izn - i §n+’l 1—( (-n - % /or. .
Oblicz ln+’| minimalizujgce f( o +ln+’l én+’l) i okresl
. 2 k+1 k k k
zblc?r 2, = ¥4 T En n+’l én
. k
(3) znajdz )\S = max A%( dla j = 1,2,...,n .
k+1
przypadek (a): jezeli 7\.: Ak/cck> 0,8, niech éj =$;{
. k+1 k1, . X+ _ _k ,k,k
dla J;és,_s _En-l-'] i niech A4 = A AN o
.przypadek {(b): jezeli A A /ot. <0 8, niech §k+1 =§}(,
j="12,...,n i Ak"‘-'I = A Powtérz czynno§c1 od kroku

(4) zwigkszajac k o 1 ’czn. k44 —=k,

Sie¢ dziatafi przytoczonego algorytmu przedstawiono na rys.
25, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywania, na
wstepie wyliczamy w punkcie x_, warto§€ funkcji celu F_ =

= flx, °

0

¢, Kryterium zbieznosci
Analogicznie jak w I wariancie metody Powella.

5.2.7. Metoda Zangwilla - 2

Metoda ta powstala jako dalsze rozwinigcie metod Powella.
Zangwill w swojej pracy [62] wykazal, Ze w niektérych przypad-
kach pierwsza procedura Powella nie posiada zbiezno$ci drugiego
rzedu oraz przytoczyl przykiady na potwierdzenie tego faktu.
Zwrdcil on przy tym uwage, ze dla zapewnienia zbieznoSci wystar-
czy wtedy przed przystapieniem do wykonywania ''normalnej" pro-
cedury Powella, dokona¢ minimalizacji funkcji wzdiuz wszystkich
kierunkéw ortogonalnej bazy poczatkowej. Spostrzezenie to posiu-
zylo mu dalej do zbudowania wiasnej procedury bedacej dalsza
modyfikacja I wariantu metody Powella, Modyfikacja ta polega na
wprowadzeniu dodatkowego zbioru ortogonalnych kierunkéw poszu-
kiwan {c_} , ktéry w trakcie przebiegu algorytmu nie ulega zmia-
nom, Za kazdym razem przed wykonaniem jednego ''obiegu'' pro-
cedury Powella dokonuje sie minimalizacja funkcji wzdtuz ortogo-
nalnego kierunku €. POCZaWsZY od wartofci t=1 zmieniénej
cyklicznie o 1 co krok., Je$li préba taka jest pomy$lna tzn, prze-



sunigcie o, 74‘ 0, to nastg¢puje skok do procedury Powella i wyko-
nany zostaje jej "obieg, je§li natomiast a; = 0, to nastgpuje mi-
nimalizacja funkcji wzdiuz mnastgpnego kierunku cy (tzn., dla

t = t+1) i badanie rozpoczyna si¢ od poczatku, Po n kolejnych
niepomy$lnych prébach wzdiuz kierunkéw ¢ znaleziony punkt
uznaje sie za minimum. Procedura Zangwilla posiada zbieznos$¢

II rzedu.

a. Informacje wejéciowe
Z‘o ~'arbitralnie wybrany punkt startowy,
baza wyjéciowa dla petli Powella,

o o
£, Ennnns

E,li 22:'--, n

10 v
8
]

baza ortogonalna nie ulegajgca zmianom 'w
trakcie dzialania procedury, identyczna na
wsigpie ze zbiorem wektordw é i

e, - poczatkowa diugosé kroku,

&, - wymagana doktadnos¢ obliczed w j-tym kie~

J runku, .

&, =~ wymagana dokladno§¢ obliczed minimum glo-
balnego,

n - liczba zmiennych niezaleznych,

e

Algorytm obliczefi N
R o - - o ;.o
Krok wstepny: oblicz An minimalizujgce (t,'] x, + /ln én)
. 2 o o [}
i okreél X 44 =%t An én
Podstaw t = 1 i rozpocznij iteracjg 'k dla k=1

(’]) oblicz & minimalizujace f(}_::;:]] +agt)i ustaw

t+ 1 jezeli 1Lt <n
t =
: 1 jezeli t=n
.y R k ka1
Jezeli ¢ # 0 oblicz x_ = x tac, oraz przejdZz do wy- -

konania kroku (2), jezeli o 3 powtérz krok (1) w przy-
padku, glt(iy krok (1) zostat powtérzony kolejno n razy to
punkt g; jest uznany za poszuklwane minimum;

(2) dla j = ’I 2 J..yn  oblicz 7L- minimalizujace
l{ ]2
: k
f(x?‘ +A1.‘§—j> i okresl ;_;;‘ =X . +/L;‘ £ . Niech

Ci=1 J —J-
ék .k k-1 xk k-1 .
Snt1 "\ %n X1 “n Enti? .
. k . P k k ; <
3) othcz A'n+’l mlnxmalleche f(x + An-)-’l én-M) i okreél
X = xk + )L Dokonaj modyfikacji kierunkéw

n+1 “n n+1 Em+‘l
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w myS§l zasady:

ﬁjkM = 5.1111 dla j=12,.000
Powtérz iteracjg k peodstawiajac k+1 w miejsce Kk,
Sie¢ dziatad przytoczonego algorytmu przedstawiono na rys,
26, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywania, na
wstepie wyliczamy w punkcie Xy warto§€ funkcji celu F'o =
= f@co). .
c. Kryterium zbieznoéci
Jake kryterium zbieznosci Zangwill zaproponowal podobne
krigterium jak przyjgto w metodzie Gaussa-Seidela tzn, bieza-
cy punkt x uznaje si¢ za minimum, jeéli kolejne przesunig-
cie punktu o, wzdluz ortogonalnych kierunkéw ¢ dla t =
=12,...,n s3 mnicjsze od z géry-zalozonej doktadnofci obli-
czefl, a wiec '

L e, t= 12,000

5.3. Metody gradientowe poszukiwania ekstremum

W odrdznieniu od rozwazanych w peoprzednim paragrafie me-
tod bezgradientowych, metody gradientowe w czasie przebiegu al-
gorytmu korzystaja zaréwno z informacji o warto$ci funkcji jak i
o wartoéci jej gradientu, Metody te sg na ogél o wiele szybciej
zbiezne od metod bezgradientowych, lecz nie zawsze mogg by¢
stosowane ze wzgledu na brak znajomoéci gradientu funkcji. Wy~
magaja one ponadto przynajmniej tak ostrych zatozefl jak druga
grupa metod bezgradientowych., Tak wigc, przy wykazywaniu ich
zbieznosSci zaklada sie, ze funkcja celu f';g) jest ograniczong od
detu funkcja wypukls klasy C“, a przy tym taka, ze mozna jg
aproksymowaé forma kwadratowa o postaci

f) = a + bT x + %zT A x, (196)
gdzie A oznacza macierz symetryczng dodatnio okreélona, kté-
rej elementami sz drugie pochodne czastkowe funkcji
£(x).

Wspélng cechg omawianych metod, 2z wyjatkiem metody gra-
dientu prostego (GP), jest jednolity sposéb realizacji kolejnej 'ite-
racji" rozumianej jako zespél czynnoéci, ktére nalezy wykonaé
dla przesunigcia biezacego punktu x; do x;44. Na przesunigcie
to skitadaja si¢ dwie nastgpujgce operacje:

1) wyznaczenie kierunku poszukiwaf,

2 ) okreélenie minimum w tym kierunku,



Réznice wystgpujgce pomigdzy rozpatrywanymi metodami (poza
GP) polegaja jedynie na odmiennym sposobie wyznaczania kierun-
kéw poszukiwad §, natomiast algorytm okreSlania minimum w kie-
runku bywa na ogét ten sam, Dla zwigkszenia efektywnos$ci metod
korzysta si¢ w nim zazwyczaj z interpolacji szeéciennej dwupunkto~
wej przedstawionej w punkcie 5,1, 3. .

PrzejdZmy teraz do om&wienia poszczegdlnych metod przy
czym zalozymy, 2e bedziemy poszukiwal tylko minimum funkcji

£G)

5.3.1. Metoda Gradientu Prostego - GP

Metoda ta, zaliczana do klasycznych metod gradientowych rzad-
ko juz dzi§ jest stosowana, ze wzgledu na mala jej efektywno$é,
W metodzie GP realizacja kolejnej iteracji przebiega w sposdéb opi-
sany powyzej z ta jednak réznicg, ze nie dokonuje si¢ w niej mini~
malizacji funkcji w kierunku, Polega ona wigc na wyznaczeniu w
biezacym punkcie aktualnego kierunku poszukiwaf, przez przypisa-
nie mu warto§ci minus grandientu w tyrh punkcie, 2 nastepnie
wzdtuz tego kierunku wykonaniu kroku o diugodci e, Procedure te
powtarzamy tak diugo, az zostanie spelnione przyjete kryterium
Yczy minimum', Dowdd zbieznosci metody GP moszna znaleZé w
pracy [34].

a., Informacje wejsciowe
X - arbitralnie wybrany punkt startowy,

e - poczatkowa dlugos§é kroku,

# - wspdleczynnik korekcyjny zmniejszajacy eys 0<pg <1,
¢ - wymagana dokladno$¢ obliczedi minimum,

n - liczba zmiennych niezaleznych,

b.. Algorytm obliczed
(1) oblicz w punkcie startowym x, warto§é funkcji celu
F, = f@o) oraz jej gradientu g, = g()_io); ,

(2) wyznacz kierunek poszukiwand

£ =g,
(3) wzdhuz kierunku § wykonaj krok o diugoci e oraz okresl
wspbirzedne nowégo punktu tzn,

przy czym dla pierwszej iteracji x; = x,;

(4) oblicz w nowych punkcie wartosé fuﬁkcji F = f(g_:i_'_,l) oraz

gradientu g = g(§i+,1).



Jeéli krok byt pomy$lny tzn.
Pr<F,
o
to powtérzyé cykl od punktu 2 przesylajagc g =—>g.. W przy-
padku przeciwnym przejdZz do wykonania punktu 5.

(5) zbadaj "czy minimum'", jeéli nie, cofnij sig¢ do punktu po-
przedniego tzn. .

% =%, f

oraz zmniejsz krok o g. Powtérz cykl od punktu 3.

Przebieg powyzszego algorytmu na przykiadzie funkcji dwu-
zmiennych przedstawiono na rys.27. .

X

1

Rys. 27

¢, Kryterium zbiezno$ci -
Analogiczne jak w metodzie gra
5.3.3.

dientu spx;z ezonego punkt

5,3.2, Metoda Najszybszego Spadku i jej modyfikacje - NS

Metoda ta stanowi dalsze rozwiniecie metody gradientu proste-
go, ktére polega na zastosowaniu minimalizacji funkcji wzdiuz wy-
znaczonego kierunku minus gradientu, zamiast wykonywania  poje~
dynczego kroku jak w metodzie GP., Dowéd zbieznosci metody zo-
stat podany przez Forsythe'a [34], ktéry wykazal, Ze przy przy-
jetych powyzej zalozeniach metoda NS posiada zbieznosé przynaj-
mniej typu geometrycznego, Dowdéd ten zostal oparty na nastepuja~
cym rozumowaniu:



Zalézmy, ze funkcje celu w otoczeniu ekstremum wyraza sig
przez

17 T
fw=5x A=z (197)
a gradient funkeji .

vix) = A x, (198)

to zgodnie z opisanym algorytmem przesunigcie punktu % do
Xj4q mMmozZna przedstawié jako

X T EK LA K, - (199)
bad Z
P (a)
==t x (200)
i+1 Pq(O) =i

gdzie P,l(il) =1 - pr przy czym A Oznacza wartoS¢ wlasna ma-
cierzy A,

Utwdrzmy. wielomian pierwszego stopnia macierzy A. - Q,I(A),
ktéry zdefiniujemy nastgpujaco:

Qx)=a +a, A, = -1
1 ] 171 (204)
QM) =a o, n =1,
gdzie A4 1 A, sa najmniejsza i najwicksza Wartoét.:iae wilasng

macierzy A.
Poniewaz A 1z zalozenia jest dodathio okreélona to wszystkie
jej warto§ci wiasne sa réwniez dodatnie. 7 zaleznoSci (201) po
prostych przeksztatceniach otrzymujemy wige:

2a - (A, +2y) :
Q,I(M S P N = md ‘ (202)

Wobec tego mozemy napisal

- REY Q,l(A)
£, ) = f P00 A < f‘m E ) (203)

a wyrazajac biezgcy punkt X; przez

x, = z 35 Yo (204)



gdzie - y. ozZnacza wektory wlasne odpowiadajace wartoSciom wias~
nym A, dla j=1,...,n.
Korzystajac Z zalozenia (197) nieréwno$é (203) mozna sprowa-
dzi¢ do postaci

Q) \ L [em 1T a®) -
f(xi_'_,l)s-f W Xi> = 7|qu—(07 g_(i:’ AW X (205)

1

1 1 ‘ 2 2 1 4 7- 2
fx, )< - —— a. QAN A5 —s a;, A, (206)
. = is . 7 . '
i+1 ZHQ}I(O)Z Z ij 17 i 2 a_ () Zz ij 7
bo przeciez z definicji [Q,I(Kj) ’ <1 j=MN2,...,n, a wiec
ostatecznie

i(x, )% Lz f(:_:')<<u>z £z ), | (z07)
i+ Q,I(O) 1 An + )L,] =i

co nalezalto wykazaé,

a. Informacje wejSciowe

X, - arbitralnie wybrany punkt startowy,

e - poczatkowa dlugosé kroku,

£j - wymagana dokladnof¢ obliczed minimum w aktualnie wy-
stepujgcym kierunku poszukiwand,

é, - wymagana dokladno$¢ obliczed minimum globalnego,

n =~ liczba zmiennych niezaleznych,
b. Algorytm ‘obliczefi
(1) oblicz w punkcie startowym X4 warto§C funkeji celu
F, = f@b) oraz jej gradientu g = glxo)s

(2) wyznacz kierunek poszukiwafi
Yy P

€.

-1 = ~§;

(3) wzdtaz kierunku éi okresl A; minimalizujace
f<’—‘i-.1 + A gl) oraz wspéirzedne nowego punktu
% T X P A

(4) oblicz w punkcie x; warto$§é gradientu 8 =.g(§i);

(5) zbadaj "czy minimum', Jesli tak to stop, matomiast jedli
nie to powtdérz czynnodci od kroku (2).
Sie€ dziatad przytoczonego algorytmu przedstawiono na
rys. 28, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywania,
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na wstegpie wyliczamy w punkcie %, warto$§¢ funkeji celu
F, = f(:_co) oraz jej gradientu g = gL )3

Rozpatrzmy dziatanie metody NS na przykladzie funkcji
dwuzmiennych, ktérej poziomice pokazano na rys.29,

Xz

Rys, 29

Przebieg algorytmu jest w tym przypadku nastepujacy. Na
wstepie zaktadamy punkt startowy x, oraz znajdujemy w tym
punkcie kierunek najstromszego zbocza (minus gradientu) £ .
Wyznaczony w ten sposSb kierunek poszukiwai go jest oczy-
wifcie normalny do poziomicy przechodzacej przez punkt £o .
Nastepnie poszukujemy minimum funkcji celu wzdluz tego kie-
runku, Minimum to wyste¢puje w punkcie X4 W drugim kroku
ponawiamy te same czynno$ci z tym jednak, ze startujemy te-
raz z punktu X, a nowy kierunek (minus gradientu) wynosi
_E.‘L‘ Postepujac w dalszym ciggu podobnie otrzymujemy szuka~
ne minimum;

Z rys.29 wynika, ze kierunek éo jest "prawie' réwnoleg-
ty do §2, a kierunek § do §3. Widzimy wiec, ze w zasa-
dzie operujemy tylko dwoma prostopadtymi wektorami o kierun-
ku silnie zaleznym od wyboru punktu poczatkowego, Podobnyre-
zultat otrzymujemy réwniez i w przypadku funkcji n wymiaro-
wej. Jak wykazat bowiem Akaike [34] wyliczane w czasie prze-
biegu algorytmu kierunki poszukiwafi dgza asymptotycznie tylko-
do dwdéch kierunkéw tak, ze w koficu minimum poszukujemy je~
dynie w dwuwymiarowej podprzestrzeni. Tego rodzaju zachowa-
nie si¢ metody NS stanowi jej podstawowa wade. Ponadto, szyb-
ko§¢ zbieznoSci metody wyraZnie maleje z chwila napotkania na
waska doling, w ktérej ewentualnie znajduje sie poszukiwane
ekstremum. Powodem tego jest fakt, ze w takich warunkach



wystepuja znaczne trudnosci w dokiadnym okreéleniu minimum
w kierunku, a to z kolei pocigga za sobq powstawanie bledu
przy wyznaczaniu wila-
~VF(x+5%) ) §ciwego kierunku mi-
nus gradientu, Przypa-
dek ten zostal przed-
stawiony na rys. 30,
Mozna wiec, dopatrzyé
sie duzego podobiefi-
stwa omawianej meto-
dy do metody Gaussa-
-Seidela, ktéra réw-
niez charakteryzuje sig
ta niekorzystna wlafci~
wo$cia., Podobiefistwo
to, jest szczegdlnie
dobrze widoczne na
rys. 29, gdzie wystar-
) czy dokonaé obrotu uk-
tadu wspétrzednych o kat 90°, aby otrzyma€é przebieg algoryt-
mu. réwnowazny metodzie Gaussa-Seidela,
W praktyce istnieje wiele modyfikacji metody NS, Jedna z
nich stanowi nast¢pujacy algorytm:
(1) wyznacz kierunek poszukiwai § jak poprzednio (punkt 1 i 2);
(2) okreél minimum wzdhxz tego kierunku tzn. Frn = f(x +)\§)
(3) cofnij sie 0 0,9 A tzn. o 0,9 odlegl:oscx pomxgdzy punktem
%* a znalezionym punktem x + Aﬁ w ktédrym funkcja osige
ga minimum w kierunku;
(4) je$li nie "minimum", to powtérz procedurg od (1)

Rys. 30

c. Kryterium zbieznosci
Analogiczne jak w metodzie gradientu sprzgzonego punkt
5.3. 3¢,

5.3.3. Metoda Gradientu Sprzegzonego - GS

Metoda ta zostala opracowana przez Hestenesa i Stiefela
(1952 r.) dla rozwiazywania ukfadu réwnaid liniowych. Do celéw
‘optymalizacji po raz pierwszy zastosowali jg Fletcher i Reeves
[22]. 2 rozwazaf nad metodami gradientu prostego oraz najszyb-
szego spadku wynika, ze sposéb tworzenia kierunku poszukiwaf,
ktdrym zawsze jest minus gradient, powoduje szereg niekorzyst-
nych efektdw takich jak: zmmniejszenie wymiarowoéci bazy, trudno-
éci w okresleniu wlasciwego kierunku gradientu itp. Metody te po-
nadto charakteryzujg sig¢ tym, ze kazda kolejng iteracjg¢ rozpoczy=-
na sie z zerowa infermacja o badanej powierzchni, Stad, w celu
przeciwdziatania tym wadliwym zjawiskom powstalo szereg algo-



rytméw opartych o inna zasade wyznaczania kierunkéw poszukiwaf,

Jednym z nich jest metoda gradientu sprzezonego, w ktdrej kierun-

ki poszukiwad tworzone sa tak, aby kazdy nastepny byt "sprzezo-

ny' do wszystkich poprzednio stosowanych kierunkéw. Definicje

"sprzgzenia' kierunkéw przytoczono w punkcie 5.2, 6, Poréwnujac

tak sformulowany algerytm z oméwiona poprzednio metoda Powella

widzimy, ze posiadaja one duzo cech wspélnych oraz 2e twierdze-
nie 1 punkt 5,2.6 zachoduje w tym przypadku swojg waznos¢, Ozna-
cza to, ze metoda GS charakteryzuje si¢ réwniez zbieznofcia dru-
giego rzedu, ’

Poza wspomnianym twierdzeniem 4 istotng role w metodzie
gradientu sprzezonego odgrywa nastepujacy lemat:

Lemat 1, JeS$li punkt X;4q 2zostal osiagniety w rezultacie i  mi-
nimalizacji funkcji typu (’196) wzdiuz 61,52,..., E kie-
runkéw, przy czym kierunki te sa wzaj;m;ie sprz—QIZone
wzgledem macierzy A, to wéwczas

T .
¢ g4 =0 s = 4 2,...,1i, (208)
8

gdzie

Bigq = Vi)

Dowdd
Z zatoZenia mamy
By T B Xt R =
i
= Alrgyq + E Ajéj +b = (209)
J=54
i
=gs+,]+'2 A Ag dla §=0,1,2,,..i-1
J=5+1
ale
T T
T
§S &q —gs & pq +,E A § A_é_ =0 c.n,d, (210)
J=541
gdyz

T
@) és Bopq = 0 z warunku minimalizacji funkcji
=8 7s wzdiuz kierunku £

i Ss?
T
(i) E A,é A&, = 0 =z warunku sprzezenia kierun-
‘ ji®s  2j P
JS=s+ kéw,
Zwréémy uwage, ze wykorzystujac powyzszy lemat mozna w
latwy sposéb udowodnié twierdzenie 1, gdyz jak mozna zauwazydé



po n iteracjach Bni1 bedzie ortogonalny do n liniowo nieza-
leznych wektordw, a tym samym musi si¢ réwnaé zero,

Na zakoficzenie tych rozwazafi, pozostalo nam wyjasni€ zasade
tworzenia kierunkéw poszukiwad tak, aby speiniony byl warunek ich

wzajemnego sprz¢zenia,
Zaldézmy, 2ze pierwszy kierunek E’I jest kierunkiem minus

gradientu, A wigc
£,=-g,=-Ax,-b, (211)

dokonujgc minimalizacji f(x) wzdiuz tego kierunku, z warunku
koniecznego na istnienie ekstremum

T
(:-1 [A Ge, + 11§1)+13]_o, (212)
znajdziemy )L,l, a nastepnie okresliry punkt %,
x, =x, b A & (243)

W drugim kroku przyjmujmy, ze w punkcie X, nowy kieru-
nek wyznaczymy w my$l reguly

£, =8, tA &, : <214)

z tym jednak, ze wspdlczynnik B, musi byé tak do.brany, aby
§,] iéz byly sprzg¢zone, a mianowicie

. T T T
0 =§1 Ag, = 'é«x - +ﬂz§1 A, =
= -y mx) A, - gy ) - 215)

=-(, - g?l)T &, - 8, &)

skad gT ]
22 22 ,
gy =t (216)
g7 8,
gdyz
T .
g, g, = 0 =z zalozenia, 217)

Podobnie postepujac mozna wykazal [34], ze zasada (214)
obowigzuje réwniez i w i-tym kroku tzn.



g1 =gt A gi-’l ! (218)
przy czym
g.T g.
By = —— - (219)
8.1 8.4

Wystarczy w tym celu zauwazyé:

1) g'sr g =0 dla s=1%2,...,i1, (220)

gdyz
T T T
0=8, g = (e * A5 ) &= -8, g (e21)
. T .

2) » '§3A§i =0 dla s=1,2,...,i-2, (222)

gdyz
T T 1 T 1 T
-§S Agi - —gs A & = Ag (§s+’l-3—{s> A g = i—s(‘gs+’l - gs) LI 0. (223)

a, Informacje wejéciowe
Analogicznie jak w metodzie najszybszego spadku punkt
5, 3. 2a, ’

b. Algorytm obliczed
(1) oblicz w punkcie startowym x, wartoé¢ funkcji celu Fg =
= f(}_(o) oraz jej gradientu 8o ~ §(§°>, ’
@) podstaw i =1 oraz wyznacz poczatkowy kierunek poszuki-
war

éi_q -1

N

¢]

wzdfuz kierunku éi-’l okreél A; minimalizujace

f(:_ci_,l + /\i §i_q)_oraz wspdirzedne nowego punktu X =

=% 4t A 6

(4) oblicz w punkcie X5 warto§¢ gradientu g = g(}_{i);

(5) zbadaj czy zostato speinione kryterium na minimum. JeSli-

tak to stop, natomiast jesli nie, to wyznacz wspdlczyn-

nik Ai
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T

Bi_q 84

oraz nowy sprzezony kierunek poszukiwaf
£ =5 A 8

(6) podstaw §i‘ w miejsce X;_q Oraz zbadaj czy wykonano
n iteracji tzn. czy i=n. Jeéli nie, to podstaw 51 w miej-
sce §1_1 oraz powtdrz czynnodci od kroku (3) zwiekszajac
i o 1. W przeciwnym razie podstaw g; w miejsce g,
i powtérz procédure od kroku (2). - N

Sie¢ dzialal przytoczonego algorytmu przedstawiono na

rys. 31, przy czym przed przystapieniem do jego wykonywa-
nia, na wstepie wyliczamy w punkcie x_ warto§¢ funkcji
celu F, = f@o) oraz jej gradiéntu g = g()_:o).»

¢. Kryterium zbieznoéci

Przy przyjetych powyzej zatozeniach, warunkiem koniecz-
nym a zarazem dostatecznym na to, aby aktualnie wyliczony
punkt x byt szukanym ekstremum £ jest spelnienie kryte-
rium (ng) = 0. Jednakze, ze wzgledu na bledy zaokragled,
tego rod_za_ju kryterium jest trudne do zrealizowania w maszy-
nie cyfrowej i stad czgsto poprzestaje si¢ na zadaniu, aby ilo-
czyn skalarny (g g) byt mniejszy od z géry zatozonej liczby
€, - Oprécz powyzszego kryterium mozna takze stosowal i in-
ne, a mianowicie - jedli w kolejnych. n + 1 iteracjach przesu-
ni¢cie punktu wzdluz kierunkdw poszukiwaf bedzie mniejsze niz
z géry zadana liczba ¢, to wéwczas nalezy zakoficzy¢ wykony-
wanie procedury,

5,3.4. Metoda Davidona ~ D

Metoda D zostata opracowana w 1959 r. przez Davidona [11],
a nastgpnie w 1963 r., ulepszona i zmodyfikowana przez Fletchera
i Powella [21]. W metodzie tej postuzono sig réwniez koncepcja
kierunkéw sprzezonych z ta jednak rdznica w poréwnaniu do meto-
dy GS, ze kierunki te tworzone s3a w odmienny sposéb. Zauwazo-
no bowiem, - ze je§li funkcja celu jest o postaci (196) tzn,

T

f(§)=a+h x + T

x A x, (224)

[T IRN

a jej gradient wynosi
glx) =b +Ax (225)



to wéwczas wystarczy znal tylko macierz odwrotna drugich po-
chodnych A-1, aby w jednym kroku méc wyznaczyé poszukiwane
ekstremum, Stwierdzenie to wynika z nastgpujacego prostego rozu-
mowaniat

jesli % jest minimum, to z réwnania (225) mamy

0=b + A % (226)
gdyz znikanie gradientu jest koniecznym, a w naszym przypadku -
funkcji wypuktej, takze i dostatecznym warunkiem istnienia ekstre-

mum.
Odejmujac stronami (225) od (226) ostatecznie otrzymujemy

£=x - A"‘g@) = x - a7 Vilx) (227)

Ilustracja graficzna powyzszego stwierdzenia zostala przedsta-
wiona na rys.32.

Koncepcja metody Davidona
polega wiec na takim sposobie
tworzenia sprzgzonych kierunkéw
poszukiwaf, aby poczawszy od
kierunku

§i+1 = -5 Vf@ivl) : (228)

dowolnie wybrana macierz H;
w kazdej nastepnej iteracji co-
raz to lepiej aproksymowala ma-
cierz a1,z chwilg gdy ma-
cierz H; =zostaje przeksztalco-
Rys. 32 na w macierz odwrotng drugich
pochodnych a1 procedura kon-
czy swoje dziakanie i biezacy punkt x mozna wtedy uznal za po-
szukiwany punkt ekstremalny., Zwréémy uwage, 2e tego rodzaju al-
gorytm charakteryzuje si¢ zbieznofcig drugiego rzedu, gdyz dzieki
zastosowaniu poszukiwar jedynie wzdiuz kierunkéw sprzezonych
przy przyj¢tych zatozeniach iaozostajq w mocy twierdzenie ‘1 gunkt
5.2.6 oraz lemat 4 punkt 5,3, 3.

W celu dokiadniejszego wyjaénienia zasady dziafania procedu-
ry Davidona, pozostato nam jeszcze odpowiedzieé na pytanie w ja-
ki sposéb nalezy dokonywaé¢ modyfikacji macierzy H;, aby metoda
D  byta zbiezna,

Utwdrzmy z n kolejnych kierunkéw poszukiwad Ei macierz
S o postaci -

5= [6p preeer &) (229)



ktéra z zatozenia bedzie macierza modalng, bowiem wszystkie kie~
runki gi s3 niezalezne liniowo. Skorzystamy teraz ze zZnanego w
rachunku macierzowym faktu, ze dowolng macierz kwadratows o
pojedynczych wartoSciach wlasnych mozna poprzez tzw., przeksztal-
cenie podobiefistwa sprowadzi¢ do postaci diagonalnej.

A wiec w naszym przypadku mamy

s'as=a (230)

gdzie A jest macierza diagonalna o elementach g_T A &

Poniewaz z zatozenia kierunki poszukiwar 53 wza_]emme sprzg-
zone wzgledem macierzy A, to zwiazek (230) mozna wyrazié
przez

sT as= A (231)
skad
A= STy Ayt
= (sa™" 8Ty @232)
oraz
a1 o sa T, 233)

Korzystajac z wtasnoSci macierzy diagonalnej A zwigzek (233)

przeksztalcimy do trocheg innej formy, a mianowicie

s Z(A—q)iiéigf’ (234)

. n £ ¢
Ao E élT é . (235)

i

badZ tez

Otrzymany rezultat postuzy} Davidonowi do skonstruowania al-
gorytmu modyfikacji macierzy H;, ktéry polega na dodawaniu w
kazdej kolejnej iteracji do aktualnie obowigzujacej macierzy Hy
czynnika powodujacego dazenie macierzy H; do A™ ‘oraz pew-
nej korekcyjnej macierzy B;. Tak wigc, dlgorytm ten przedsta-
wia si¢ nastgpujaco:

§~ = -H, g

21 i-1 21



Xaq =5 PAE
T
€& &
H =H , + —4—— + B, (236)

przy czym macierz B, musi byé tak dobrana, éby zalezno$é

T T .
§s AHi_1=§s, s=12,..., i~1, @237)

gdzie §1 , §2’ e gi-’l s3 kierunkami wzajemnie sprz¢zonymi, po-
zostawala réwniez w mocy i dla kierunkéw 51,52,..., gi‘ tzn,

T T R
E AH = £, s=12...0 (238)
przy jednoczesnym spelnieniu zwigzku

T T T
-& A§i=§sAHi—’I §i=_§s g =9 @39)

wynikajacym bezpodrednio z lematu 1 punkt 5.3.3.
Dla s =i réwnanie (238) przyjmie wigc postaé

X T

T 2j 2i
gi AHi_,I')'ﬁE +Bi —§is (240)
23 21
skad
) y )
(8,9 - &y [, +B)=0 (241)

co stanowi warunek, aby macierz Bi byta dobrze dobrana.
Oznaczajac przez

5% By " B (242)
z réwnania {241) otrzymujemy T
B, = - wiq_ , i (243)
fi Hi-'lll
przy czym
gZA B =0, 5= 4h2,...,1-7, (244)

z lematu 1 punkt 5,3, 3.



W celu praktycznego zastosowania w procedurze Davidona wzo-
ru (236) nalezy dokonaé )i( nim jeszcze niewielkich modyfikacji, a
mianowicie wyrazenie §£; A £, nalesy przedstawié w innej wygod-
niejszej postaci.
A wiec

b
v
I
>
(=1 I
o
>
s
i

£ = (245)

1
& ioq &

Podstawiajac teraz (243) oraz (245) do (236) ostatecznie mamy

T T
£ & H o8 Hiq
H = H_ + A -7 - — , (246)
g Ho.8 ¥ Haf

badZ tez w réwnowasznej formie

T H ¥ T -
o, a. . A N
H, = H + iTio i-1£i8i i-1 , (247)
i i-1 oLT o ¢
=i L‘. -bfi i-1-=1
jesli oznaczymy przesuni¢cie punktu przez
&, =K - X . (248)

a. Informacje wejsSciowe
X, - arbitralnie wybrany punkt startowy,
H, - macierz wyjéciowych kierunkéw poszukiwaid przyjmowana
zazwyczaj jako macierz jednostkowa,
e - poczatkowa diugos¢ kroku,
£. - wymagana dokiadnos§¢ obliczed minimum w aktualnie wy-
stepujacym kierunku poszukiwan,
¢ - wymagana dokiadno$§¢ obliczed minimum globalnego,
n - liczba zmiennych niezaleznych.

b. Algorytm obliczed

(1) oblicz w punkcie startowym  x, warto§¢ funkcji celu
Fo = f(;_co> i jej gradientu gy = g@:() oraz postaw i =



(2) wyznacz kierunek poszukiwan
€iq ™ Hiq Bl
(3) wzdhuz kierunku okresl A minimalizujace
£(x + 7LA§. N wspolrzgdne nowego punktu x; =
4t Aiéi-’l oraz podstaw }‘igi-—’l w miejsce &;;
(4) oblicz w punkcie = warto§¢ gradientu g; = g(gi);

Jesli

(5) zbadaj czy zostalo speinione kryterium na minimum.
wielko-

tak to stop, w przeciwnym razie okrefl nastepujace
Sci

578 - &4

T
M =<Ei‘1~j )
i OET[
=i 4y
T
v - i Bl Hia
2 T !

(6) dokonaj modyfikacji macierzy kierunkéw
Hi—Hi-’I +M’l +M2;

(7) podstaw x; W miejsce x; oraz zbadaj czy wykonano n
iteracji tzn, czy i =n., Jesli nie, to podstaw H; w miej-
sce H; g w miejsce g; 4, oraz powtdrz czynnoéci
od kroku (2) zwigkszajac i o 1. W przeciwnym przypadku
podstaw H w miejsce Hi-’l i powtérz procedure¢ od
kroku (2) ustawiajac i= 1.

Sieé dziatad przytoczonego algorytmu przedstawiono na
na rys.33, przy czym przed przystapieniem do jego wyko-
nywania, na Wst§p1e wylxczamy w punkcie Xq wartodé
funkeji celu F, = f(_ oraz jej gradientu g = g(_o).

c¢. Kryterium zbieznosci

Jak juz zostalo wspomniane, biezacy punkt x mozna przy-
z chwilag gdy macierz H zo-
Jednakze, tak sformuto-
gdyz nie jest

jaC za poszukiwane ekstremum,
staje przeksztalcona w macierz AT,
wane kryterium ma znaczenie tylko teoretyczne,
w rzeczywisto$ci realizowane, Stad, dla celéw praktycznych Da-
vidon zaproponowal, aby biezacy punkt x uznaé za dostatecz-
nie dobra estymate &, jeSli bezwzgledna odlegloé¢ od minimum
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T £\? o . . ;
tzn. g- g) bedzie mniejsza od z gory zatozonej dowolnie
matej liczby €.

5,3.5, Metody Pearsona - PE

Metody te sg bardzo podobne do oméwionej poprzednio metody
Davidona (punkt 5.3.4), a wigc: informacje wejéciowe, przebieg
algotytméw obliczed oraz kryteria zbieznodci sa w metodach tych
takie same. Jedyna rdéznica jaka wystegpuje pomiedzy nimi jest od-
mienny sposéb modyfikacji macierzy H, ktéra w poszczegSlnych
metodach Pearsona ma postaé nastgpujaca:

_ metoda I - PE 1 (zwana '"projected gradient")

T
W g 506 8 )

H =H_, - —7 (249)
PR o
- metoda II - PE 2
T
@ - By )
Hi=Hi_,‘+———T——————— ; (250
I &
- metoda III - PE 3
T T
- H 5 8y ‘
H o=H _,*+ = . (251)
& Hia 4

Sicé dziatafi metod Pearsona przedstawiono na rys.33, przy
czym przed przystapieniem do wykonywania odpowiedniej procedu-
ry, na wstepie wyliczamy w punkcie x wartoéé funkeji celu
F, = f()_(o) oraz jej gradientu g = g(>_<o .

5,3.6., Metoda Newtona-Raphsona - NR

W odréznieniu od metod gradientowych rozpatrzonych do tej
pory, w metodzie NR poza znajomosdcig gradientu funkcji celu wy-
magana jest réwniez znajomo§¢ macierzy drugich pochodnych A,
ktérej elementy okreélone sa przez

2

9 £
A, = _ (252)
jk axj axk



Istota metody NR polega wigc na realizacji kolejnej iteracji
w analogiczny sposéb jak we wszystkich metodach gradientowych z
tym jednak, 2ze kierunek poszukiwafl wyznaczany jest w my$l za-
sady

= A g ', (253)

ktéra bezpofrednio wynika z réwnania (227‘).

a, Informacje wejéciowe
Analogiczne jak w metodzie Davidona punkt 5 3.4,

b. Algorytm obliczed

" (1) oblicz w. punkcie startowym. x warto$é funkcji celu
Fo = f()_;o) i jej gradientu g, = g@o) oraz podstaw i = 4;

(2) wyznacz kierunek poszukiwaﬁv
i - H g

(3) wzdtuz kierunku S oY okresél }‘i minimalizujace
f(:_c.l_,] + )Lisi_q), oraz wspéirzedne nowego punktu x =

= x4t A
(4) oblicz w punkcie %, warto§¢ gradientu g = g(:_(-l);

(5) zbadaj czy zostalo spelnione kryterium na minimum, Je$li
tak to stop, w przeciwnym razie oblicz odwrdcong macierz
;)
=1/

6) podstaw % W miejsce X;_4 oOraz zbadaj czy wykonano n
iteracji tzn. czy i.=n. JeSli nie, to podstaw A'i’l w miej-
sce H 4 & W miejsce 8.4 oraz powtérz czynnodci od
kroku (2) zwiekszjge 1 o 1. Natomiast w przeciwnym
przypadku podstaw H, w miejsce Hi—’l i powtdérz proce-
dure od kroku (2) ustawxa]qc i=1,

Sieé dzialad przytoczonego algorytmu przedstawiono na rys.
34, przy czym przed przystapieniem ‘do jego wykonywania, na
wstepie wyliczamy w punkcie %, warto$¢ funkcji celu Fg =
= f@o) oraz jej gradientu g = glx,)\

c. Kryterium zbieznoéci

Analogiczne jak w metodzie Davidona punkt 5.3.4.
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5.4, Pordéwnanie metod

5.4.1. Wybdr metod oraz kryteriédw poréwnawczych

Wsréd metod Poszukiwania Ekstremum Bez Ograniczed
PEBOG omdéwionych w poprzednich punktach, za giéwne i repre~
zentacyjne ze wzgledu na zasadg dziatania mozna uznaé metody:
Rosenbrocka (punkt 5.2.2), Simplexu Neldera i Meada (punkt
5,2.3), Daviesa, Swanna i Campeya (punkt 5. 2.5), metode Powel-
la (punkt 5.2.6), metod¢ Gradientu Sprzgzonego (punkt 5.3.3)oraz
metode Davidona {(punkt 5, 3.4), Dla dokonania poréwnania rozwaza-
nych metod postuzono si¢ wige wymienionymi szeécioma metodami,
przy czym przyjeto ognaczenia wprowadzone w punkcie 5. Oceng
i pordwnaniem peinego zbioru metod, przedstawionych w punktach
5.2 1 5.3, zajmowano si¢ w pracach 53], [55] oraz [56] z kté-
rych wynika, ze zdefiniowany ich podzbidér jest jak najbardziej re-
prezentatywny.

Przy pordwnywaniu metod optymalizacji mozna spotkaé bardza
réznorodne kryteria oceny omawianych metod, a wigc takie jak:
szybkos$¢ zbieznosci, wrazliwoS¢ na zakiécenia, zajgto§€ pamigei
maszyny cyfrowej przez dang procedure itp, Wydaje si¢ jednak,
ze kryterium zaproponowane przez Boxa [4] najlepiej nadaje sie
do ogdblnej oceny metod optymalizacji i dlatego posiuzono si¢ nim
w niniejszej pracy. Jako kryterium przyj¢to wigc za Boxem - li-
czbg obliczed wartoSci funkeji celu, ktéra nalezy wykonal w trak-
cie dziatania procedury, aby uzyskaé z gdéry zalozona warto$é
szukanego minimum. Oczywisdcie, Zze w przypadku badania metod
gradientowych nalezy do liczby obliczedl wartoéci samej funkeji do-
daé ponadto liczbg¢ obliczed wartosci jej gradientu. Jak wykazaio
bowiem dosSwiadczenie najbardziej pracochionna czynnoécig w cza-
sie wykonywania sie¢ procedury jest samo liczenie warto$ci bada-
nej funkcji badZ jej gradientu. Natorniast czas przeznaczony na
realizacje tego czy innego algorytmu poszukiwania minimum jest
tylko niewielkim ulamkiem czasu trwania tamtych czynnofci, W tej
sytuacji o szybkoSci zbieznosci danej procedury jak i czasie jej
dziatania bedzie mozna wnioskowal bezpo$rednio z uzyskanych da-
nych.

5.4,2, Wybdr przykladéw oraz wyniki obliczef

Jako funkcje wzorcowe stanowiace zadania optymalizacji przy-
jeto funkcje zaliczone przez Boxa [4] oraz Powella [4’1] do trud-
nych testéw metod poszukiwania esktremum bez ograniczef, Po-
staé tych funkcji jest nastegpujgcas .



1. Problem dwuwymiarowy
Znale#é minimum funkcji

f(a,l, az) = Z [(e-a’lx - e-azx)_ (- e_10}£):|2, (254)
X

przy czym sumowania po X nalezy dokonal poczynajac od warto-
gci 0,1 co 0,1 do 1. Wykres badanej funkcji w formie konturdéw
f = const przedstawiono na rys. 35.

Q.

fe1 20 B4 F% Fo1

4

Rys. 35

Jak nietrudno zauwazy¢ szukane minimum funkcji o wartosci
f=0 wystgpuje przy a4 = 1 oraz a, = 10. Obliczenia dokonano
dla nastepujacych punktéw startowych

I a,l=0 B a, = 0; f = 3,064
II a, = 0 a, = 20; f= 2,087
jast a, = 5 3 a, = 0; f = 19,588
v a;=5 3 a, = 20; £ = 4,808
N a, = 2,5; a, = 103 f = 0,808



Poréwnanie wynikéw

Tablica

obliczed dla problemu dwuwymiarowego

Metoda Wartodé Punkt startowy )
funkcji I I 111 13% v
1,0 15 4 13 12 0
0,1 39 7 26 25 20
R 0,01 52 45 73 77 89
0,00001 96 68 103 103 " 109
1,0 23 3 15 7 0
DSC 0,1 45 8 119 23 6
0,01 55 22 203 28 6
0,00001 78 57 231 52 6
1,0 6 2 5 5 0
N 0,1 6 8 5 17 12
0,01 19 20 19 26 13
0,00004 41 43 39 49 40
1,0 33 2 26 15 (]
P 0,1 52 8 57 16 [
0,01 56 30 69 37 7
0, 00001 64 51 84 77 23
1,0 12 6 21 12 0
2
Gs 0,1 45 12 75 1 12
0,01 69 126 87 60 12
0, 00001 93 144 102 84 21
1,0 12 6 12 15 ]
B 0,1 33 9 18 18 6.
0,01 45 42 30 54 9
0,00001 51 48 45 63 27




Wyniki minimalizacji przedstawiono w tablicy 5 w postaci réw-
nowaznej liczby obliczed funkcji, ktéra nalezalo wykonaé dla
zmniejszenia wartoéci funkcji do 1 0,1; 0,01 oraz 0,00001,

W powyzszej tablicy przez symbol P rozumiany jest pierw-
sazy wariant metody Powella,

2, Problem tréjwymiarowy
Znalezé minimum funkcji

- - X - - 2
f(a,a,a):E !:(eaqx-eaz)-a(ex-eqox):\, (255)
72 T3 < 3

przy czym sumowania po X nalezy dokonaé poczynajgc od warto-
$ci 0,17 co 0,1 do 1.

quane minimum o wartoéci f=0 wystgpuje przy a;*= 4,
ap = 10 oraz a, =1, Zwréémy uwagg, Ze W rozpatrywanym przez
nas przypadku istnieje mozliwoéé uzyskania nieprawidiowej odpo-
wiedzi, gdyz badana funkcja posiada peonadto ciagle minimum f=0
przy a5 = 0 oraz a4 =a,. Niebezpiec;eﬁstwo to mozemy wy-
eliminowaé jedynie przez alternatywny dobér punktéw startowych
oraz poczatkowej diugodci kroku.

Obliczenia dokonano dla nastgpujacych punktéw staptowych:

I a,‘=0 ; az=20; a3='1; f = 2,087
I a,=25 a,= 10; ay. = 10; f= 275,881
m a, =0 ; a,= 0; ay = 10; f = 306,401
W oa, =0 &= 10 ay = % f= 1, 885
v a,=0 ; a,s= 10; ay = 10; £f= 213,673
VI a, =0 ;3 a,= 10; ay = 20; £ = 1 031,154
VIiI a, = o a, = 20; ay = 0 f= 9,706
VII  a, =0 ; a =" 20; ay = 10; £ = 209,280
X a, =0 3 a,= 20; ag = 20; f =1 021,655

Wyniki minimalizacji przedstawiono w tablicy 6 w postaci réw-
nowaznej liczby obliczedl funkeji, ktéra nalezalo wykona¢ dla
zmniejszenia wartoci funkcji do % 0,4; 0,01 oraz 0,0001.

W omawianej tablicy symbol F wskazuje, 2ze metody DSC
oraz P zawodza przy tak wybranych punktach startowych, Jedy-
nie co mozerny uzyskal to nastepujace wartodci ¢

= 1,32 oraz f ¥ 0,076,

a, ¥ 0,67 a,—= oo a

1 2 3
Ponadto, w tablicy tej nie uwzgledniono dodatkowych oddziaty-
wafl jakie nalezafo wykonaé dla otrzymania zadanego rozwigzania,



Poréwnanie wynikéw obliczed

dla problemu

Tablica 6
tréjwymiarowego

Punkt startowy -

Metoda Wartosé
funkeji | I | 1 |mr [ 1v | v | vi|vi|vio|ix
1,0 51 301 31| 5] 30| 43| 40| 24 | 44
N 0,1 7| 57| 31 48| 30| 50| 25| 55| 61,
0,01 150 [ 197 | 139 | 38 | 174 {165 | 224|190 | 179
0,00001 | 347|281 | 200'| 198 | 292 {350 | 273/460 | 246
1,0 3 3 1
DSC 0,1 8lrlr Y FlF | F
0,01 20 6 8
0,00001 |448 313 25
1,0 2041 6| 218 |27 1] 18 27
N 0,4 13 41| 29| 20 26 | 92| 47| 28 | 109
0,01 48| 42| 46] 28| 70 |198 | 47|127 | 210
0,00001 | 119|428 | 12| 73 [110 |307 | 79|164 | 315
1,0 2 2 3
0,1 8 7 i 9
P 0,01 sl FLF o) FIF | 49 FF
0,00001 | 78 56 19
1,0 8| 28| 44| 8 36| 40 8| 36 | 40}
0,1 8| 28| 44| 16| 44 | 48| 16| 56 | 48]
GS 0,01 116 | 40 | 48| 28| 68 | 48 | 116208 | 124
"0,00001 | 564|112 | 104| 56| 92 | 92 | 344|608 | 188
1,0 8| 8| 44| 8|52 52 8| 52| s2
0,1 16{ 12| 52| 12| 60| 60| 12| 60 | 60
b 0,01 72| 16 | 128| 20 128 {112 | 76120 | 116
0,00001 | 92| 68 | 144| 24 [148 [140 | 96]|148 | 140




3. Problem pigcio-, dziesi¢cio- oraz dwudziestowymiarowy
Znalez¢ minimum funkcji

n

. .
2
f = E [Ei - /E.I (Aij sinxj + Bij cosxj)J R (256)

i=t

wzgledem x., przy czym wspdiczynniki Ai' oraz B.. utworzo-
no z liczb catkowitych pseudo-losowych w przedziale [-’IOO, 400,
natomiast wolne wyrazy E; przyjgto jako

n
Ei = E : (Aij sxnxj + Bij cosxj) i=4,...,n, (257)
=

gdzie x, -(dla j= 1 ...,n) jest szukanym rozwigzaniem, ktére
przed rozpoczeciem wyliczed wygenerowano ze zbioru .liczb rzeczy-
wistych pseudo-losowych w przedziale [—1[, Tf], Zwréémy uwage,
ze tak sformutlowane zadanie testowe umozliwia tatwe powigkszenie
wymiarowo&ci problemu, Po raz pierwszy zostalo ono opubliko-
wane przez Fletchera i Powella (1963),

Obliczenia dokonano dla réznych punktéw startowych tworzo-
nych w nastgpujacy sposéb

+ 4,

I
>

przy czym za kazdym razem skladowe wektora § generowanc ze
zbioru liczb rzeczywistych pseudo-losowych w przedziale [ -1/10,

x/10].

Wryniki minimalizacji przedstawiono w tablicy 7 w postaci
réwnowaznej liczby obliczed funkcji, ktérg nalezato wykonaé aby
spelniony byl warunek If@) - f(ﬁ)l < 0,000,

W przeciwieistwie do poprzednich przykladéw wyniki te nie
s3 tak reprezentatywne, Powstalo to stad, ze uzyskano je na réz~
nego rodzaju maszynach cyfrowych oraz przy pomocy réznych
translatoréw. Dlatego tez zalecana jest daleko idaca ostroznos¢
przy formulowaniu wnioskéw,



Tablica 7

Pordwnanie wynikéw obliczed dla problemu
wielowymiarowego

Metoda Wymiarowo$¢ problemu
5 10 20

465 1 210 10 208
R 465 1258 4 681
388 1 298 8 411
303 2 269 5 183
bsc 281 938 5 924
307 1 378 8 254
229 . 752 6 970
N 195 962 12 100
298 970 10 246
104 329 1519
- 03 369 2 206
334 1639 4 200
GS 288 2 860 7 854
216 1276 12 348
114 396 1 764
° 138 349 1 428

5,4.3. Wnioski

7 przytoczonych w punkcie 5.4.2 rezultatéw obliczed wynika,
ze najefektywniejszymi metodami s3: metoda Powella - P oraz
metoda Davidona - D. Pierwsza z nich zaliczamy do metod "bez-
poérednich poszukiwaf', drugg za$§ do metod "gradientowych", przy
czym obydwie charakteryzujg si¢ zbieznoScia drugiego rzedu, War-
to jednak wspomnieé, ze w niektérych przypadkach wigksza szyb-
ko$¢ zbieznodci niz metoda D posiada metoda Newtona-Raphsona
NR, ktéra jednak nie znalazla si¢ w wykazie metod zakwalifikowa-



nych do analizy. Spowodowane to zostalo tym, ze jak wykazaty
badania przedstawione w [571 zakres stosowania metody NR jest
ograniezony z dwéch przyczyn. Po pierwsze, w miarg zwigkszania
wymiarowoéci czasochlonnogé ob}iczeﬁ szybko wzrasta, ze wzgle-
du na konieczno§é obliczania 28 pochodnych drugiego rzedu
oraz odwracania macierzy A, Po drugie, metoda ta jest bardzo
czula na dobdér punktu startowego, co czgsto powoduje niezbieznosé
metody, Zjawisko to wynika z biedu jaki powstaje przy pomijaniu
form wyzszych niz kwadratowe w rozwinigciu badanej funkcji na
szereg Taylora,

~ Podobna czulo$cia charakteryzuje si¢ réwniez metoda Powella
- PI, ktérej charakter zbieznodci silnie zalezy od doboru punktéw
startowych., W przypadku punktéw mato korzystnych krzywa zbiez-
noéci tej metody zblizona jest do krzywej kwadratowej, a wigc w
poczatkowym okresie zbieznos¢ jest dosy¢ wolna, natomiast w oto-
czeniu minimum zaczyna szybko wzrasta, Tego rodiaju przebieg
mo#na wyjaénié tym, ze poczatkowo poszukiwanie odbywa sig
wzdluz ortogonalnej bazy kierunkéw, w wyniku czego przesuniegcie
jest znikomo make, dopiero utworzenie sprzezonych kierunkéw
okreéla wiadciwy kierunek poszukiwania minimum i od tego momen-
tu efektywnoéé minimalizacji roénie. W przypadku natomiast korzy-
stnego doboru punktéw startowych krzywa zbiezno$ci metody FPI
ma charakter wyktadniczy. typu 1-e 7, a wigc znacznie lepszy od
liniowego, ktérym cechuja sig¢ metody R i N, :

Jak wykazaly badania przedstawione w [56:], podobne wiasdci-
woéci do metody PI posiada metoda: Z, natomiast stosujgc me-
tode PII uzyskuje si¢ znacznie gorsze rezultaty. Pogorszenie to
wyplywa bezpos$rednio z przyjgtego w niej sposobu modyfikacji kie-
runkéw poszukiwad, ktéra wykonywana jest nie co kolejny "obieg"
jak w metodzie PI, lecz tylko jesli spelniony jest warunek (185),
Zasada ta wprowadza pewnego rodzaju opéZnienie w tworzeniu
sprze¢zonych kierunkéw poszukiwad, a tym samym powoduje, ze
ilo§¢ obiegbéw wazrasta,

Najmniej czulg na zmiang punktéw startowych okazalta si¢ me-
toda Rosenbrocka R, ktéra chociaz dosy¢é czesto jest znacznie
wolniejsza od metody P czy NR, to jednak w kazdej prawie sy-
tuacji' daje zadowalajgce wyniki, Dlatego tez wydaje sig, ze w
przypadkach gdy funkcja celu zawiera nieliniowo$ci stopnia wyzsze-
go niz dwa warto posiugiwaé sie ta metods, jedli oczywiscie nie
mozna zastosowaé metody gradientowej D.

Oprécz wspomnianych metod Davidona i Powella zbieznodcia
drugiego rzedu charakteryzuje sig¢ takZze metoda gradientu sprze¢zo-
nego GS. Jednak jak wynika to z uzyskanych rezultatéw metoda
GS ustgpuje im wyraZnie, Wytlumaczenia tego faktu mozna szu-
kaé w specyfice algorytmu Fletchera i Reevesa. Algorytm ten bo-
wiem okresowo co n krokéw (gdzie n oznacza wymiarowo§¢



prob‘lemu) odrzuca cala nagromadzong wiedzg¢ o badanej powierzch-
ni. W tych zwrotnych momentach proces szukania minimum nie
rozpoczyna si¢ wzdluz kierunku sprzg¢zonego, lecz wzdluz aktualnie
wyliczonego kierunku minus gradientu. Opisana sytuacja ulega rae
dykalnej poprawie gdy badana funkcja celu jest wystarczajaco do-
brze aproksymowana forma kwadratowq. W takich przypadkach
efektywno$é metody sprzezonego gradientu szybko wzrasta i staje
si¢ ona poréwnywalna 3z efektywnoécig metod P i D. Istotnz na-
tomiast zaleta metody GS jest to, Ze nie wymaga ona tak duzej
pamigcl operacyjnej jak metoda Davidona., Powodem tego jest zna-
cznie prostszy w stosunku od metody D algorytm tworzenia kie-
runkéw poszukiwaf, Stad tez, niejednokrotnie oplaca sig bardziej
stosowal metode gradientu sprz¢zonego GS zamiast metody D
pemimo pewnej straty na szybkosci obliczed. Ogélnie biorac dla
dowolnego typu problemu optymalizacji statycznej metody posiada-
jace zbieznosdé drugiego rzegdu charakteryzuja si¢ o wiele lepsza
skutecznoscia obliczeri niz wszystkie pozostate,

Z przedstawionych rezultatéw wynika réwniez, ze efekiywnosé
metody simplexu maleje ze wzrostem wymiarowo$ci problemu,
Nelder i Mead w swojej publikacji [39] starali sie udowodnié wyz-
sz08¢ ich metody nad metoda Powella poprzez pordwnanie wynikdéw
uzyskanych z optymalizacji funkcji o wymiarowosci nie wigkszej
niz cztery, Postgpowanie takie doprowadzilo ich do wyciagnigcia
fatszywych wnioskéw, co wyraZnie widaé z tablicy 7. Tak wiec me-
tod¢ te mozna jedynie stosowal do probleméw o matej wymiarowo-
§ci (<4). Posiada ona wéwczas te bardzo korzystna ceche, ze do-
bér punktéw startowych pofozonych w obszarach funkcji reprezen-
tujagcych soba strome zbocza ''dolin" czy tez waskie "wawozy'" nie
powoduje zmniejszenia szybko$ci'zbieznosci metody N. Fakt ten
mozna wyjasnié tym, #ze w trakcie posuwania si¢ w kierunku mini-
mum metoda ta automatycznie eliminuje silne nieliniowo$ci, Wy~
plywa to ze sposobu wyliczania Srodka symetrii simplexu P, kté-
ry jest obliczany 2z pominieciem wierzchotka Fax « Jak wynika
z przeprowadzonych badafi metods N charakteryzuje si¢ prawie
liniowg zbieznofcia, a tym samym kolejne dokladno$ci osiagane
s z ta samg szybkoScia. Wadg jej natomiast jest dosy¢ duza czu-
108¢€ na uksztaltowanie obszaru., Dla punktéw startowych lezacych
na stosunkowo plaskich zboczach niewiele odlegtych od minimum,
metoda N staje si¢ wolniejsza w stosunku do innych metod, Wy-
konuje ona wtedy wiele niepotrzebnych obliczed wartoSci funkcji w
wierzchotkach simplexp, w rezultacie nieznacznych réznic wyste-
pujacych pomigdzy nimi.

Reasumujac nasze rozwazania mozna stwierdzié, ze najbar-
dziej zalecana metoda optymalizacji jest metoda Davidona w wer~
sji Fletchera i Powella,



6. Metody poszukiwania ekstremum z ograniczeniami

 Wérdd wielkiego bogactwa metod stosowanych dzi§ dla numery-

cznego rozwigzania zadania (A) mozna wyréznié nastepujace cztery
podejécia:

pierwszym sposobem jest sprowadzenie problemu 2z ogranicze-
niami do problemu bez ograniczedl przez "transformacjg¢ zmien-
nych niezaleznych" w taki sposéb, ze funkcja celu pozostaje
niezmieniorna. Nastepnie poszukuje sig¢ ekstremum tej fankcji
wzgledem nowego ukladu wspblrzednych jedng z metod iteracyj-
nych bez ograniczed. Metoda ta zostala opublikowdna przez.
Boxa [4]. )

drugim sposobem jest modyfikacja funkcji celu przez wprowadze-
nie do niej wyrazenia reprezentujacego kare za przekroczenie
ograniczed (tzw. funkcje kary). Nastepnie do tak zmienionej fun-
kcji stosuje sig¢ jedna z metod poszukiwania ekstremum bez
ograniczefi. W zaleznosci od postaci oraz sposobu wprowadzenia
funkcji kary mozna wymienié pieé podstawowych koncepcjis

1) metoda Schmita i Foxa [50] bedaca dalszym rozwinig-
ciem metody Couranta [8},

2) metoda Rosebrocka [48} ulepszona przez Boxa [5],

3) metoda Carrolla - CRST! (Created Response Surface,
Technique) [6}, matematycznie uzasadniona i rozwiniecia przez
Fiacco i McGormicka [15], [16],

4) .metody SUMT (Sequential Unconstrained Minimization
Technique) opracowane giéwnie przez Fiacco i McCormicka [’17]
oraz Huarda [32 N B

5) metoda Powella [45], ktéra nastepnie zostata uogdlniona
i matematycznie uzasadniona przez Wierzbickiego, Michalskiego
i Szymanowskiego [55], [60:[.
trzecim sposobem jest modyfikacja kierunku poszukiwad w oto-
czeniu ograniczedl badZ to przez fodbicie sig" od ograniczed, a
nastgpnie kontynuowanie poszukiwail w obszarze dopuszcialnym,
badZ tez przez rzutowanie kierunku gradientu na powierzchnig
styczng do ograniczed. Powstalo wiele metod opartych na tych
koncepcjach. Jako reprezentujaca pierwsza grupg mozna wymie-
nié metode Klingmana i Himmelblaua ]:33], zwang '"Multiple
Gradient Summation Technique', natomiast drugiej - metode Ro-
sena [47] i jej modyfikacje [9],
czwartym sposobem jest tworzenie taw, "ograniczonego simplek-
su", ktéry nastepnie krok za krokiem jest tak przeksztalcany,
az w bliskim otoczeniu poszukiwanego ekstremum warunkowego
odlegtos¢ pomiedzy jego wierzcholkami stanie si¢ mniejsza od
zalozonej dokiadnosci obliczefi £¢. Metoda ta zostata opublikowa-
na przez Boxa [5] pod nazwa '*‘Complex method",



Jak juz zostato powiedziane, metody zaliczone do grupy pierw-
szej i drugiej sprowadzajj zadanie optymalizacji z ograniczeniami
(1), (2) do zadania bez ograniczed. Wynika z tego, ze w tych przy-
padkach o efektywnoéci optymalizacji w duzym stopniu decydowad
bedzie wybér odpowiedniej metody minimalizacji bagdZ maksymaliza-
cji funkcji celu bez ograniczefi, Peiny opis tych metod wraz ze
wskazéwkami umozliwiajacymi wiadciwy ich wybér przedstawiono
w poprzednim rozdziale.

W naszych dalszych rozwazaniach dla wigkszej wygody zadanie
optymalizacji (A) pankt 1 sformuiujemy w troche odmienny sposéb,
a mianowicie:
znale4é wektor %, ktéry ekstremalizuje skalarna funkcjeg

) F = i(x), " (258)

spelniajac réwnoczes$nie ukiad réwnaf lub nieréwnosci o postaci

g, ) { =, >} o, i=4,...,m, (259)

przy czym przyjmujemy ponadto nastgpujace zalozenia:

. (A) wnetrze obszaru dopuszczalnego RO = {xlgi(;_c) > 0,
i=1,2,...m} nie jest puste, a wiec rhozna znaleZ¢ taki
punkt x°, ze x°€¢ R°,

(B) funkcja celu f(x) oraz funkcje ograniczed gi(x) sg klasy CZ,

(C)-funkcja celu f(x) jest ograniczona od dolu w obszarze dopusz-
czalnym R = {ﬁ Igi(?i)>0, i= ’1,2,...m],

®

~—

zbiér S = { x ]f(§)<K, X € R}' jest ograniczony dla kazdej
skoficzonej wartoci K,

~

(E) funkcje i(x) oraz gi'1 ) s3 funkcjami wypuktymi w R®, co

zachodzi, gdy funkcje ograniczef gi(§) sg wkleste,

(F) przynajmniej jedno £(x), gi'1(§> jest Scidle wypukte,
Tak sformufowane zalozenia, zapewniaja nam, ze w obszarze
R istnieje jedno globalne ekstremum oraz, Z¢ omawiane w
nastepnym punkcie algorytmy s3 zbiezne do tego eksstemum.
W wielu przypadkach, zalozenia te moga ulec znacznemu osla-
bieniu, przy jednoczesnym zachowaniu warunku zbieznoéci,
Ciekawe potraktowanie tego tematu mozna znaleZé w [’16],
[18] i [60], natomiast w niniejszej pracy dalej sig tym prob-
lemem nie bedziemy zajmowadl,

Przejdmy teraz do rozpatrzenia giéwnych, reprezentacyjnych
metod poszukiwania ekstremum z ograniczeniami.



6.1. Transformacja zmiennych niezaleznych

Metoda ta pclega na takiej transformacji zmiennych niezales-
nych, %e zadanie optymalizacji z ograniczeniami zostaje sprowa-
dzone do zadania bez ograniczesd, natomiast funkcja celu pozostaje
nie zmieniona, Zakres stosowania tej metody jest jednak ograni-
czony do wgskiej klasy zadad programowania nieliniowego. Gidwnie
znajduje ona zastosowanie w przypadku gdy wszystkie bad# tylko
niektére zmienne niezalezne X; s3 ograniczone od doiu i od géry
przez state wartodci liczbowe 1; oraz u; odpowiednio., Oznacza
to, ze postal tych ograniczed jest nastepujaca

L <% < u. (260)

W =zaleznosci od konkretnych wartosci liczbowych jakie moga
przyjmowal 1; oraz u; wyrdzniamy nastgpujgce transformacje:

1) jezeli 1; = 0, wuj = + % to mamy do wyboru
x. = abs(x.), x, = iz x, = eii (261)
i i i i i c

gdzie przez Xj oznaczono i-tg zmienng niezalezna szukanego uke
tadu wspdéirzednych;

2) jezeli 1i =0, u, =1 to stosujemy

2
%X, = sin X, | lub x, = hd .o (262)
i i i % -%;

1
€ -+ e

Natomiast w ogélnym przypadku ograniczed typu (260) korzy-
stamy 2z transformacji

: 2
x, =1, + (u. - 1) sin“% . (263)
1 1 1 1 1
Zwréémy uwage na istotng cech¢ wszystkich tego rodzaju’

transformacji, a mianowicie na fakt, 2e nie moga one wprowadzaé
zadnych .dodatkowych ekstremdéw lokalnych.

6.2, Metody z zastosowaniem funkcji kary

Jak juz wspomniano we wstgpie istnieje piel podstawowych
koncepcji rozwigzywania zadania programowania nieliniowego prazy
pomocy funkcji kary,

Rozpatrzono je pokrétce.



6.2.1. Metoda Schmita i Foxa

Metoda ta powstata jako dalsze rozwinigcie metody Couranta
[8], ktéry po raz pierwszy wprowadzit kwadratowa funkcjg¢ kary o
postaci

Flx, r) = £{x) + Z gi2 (x), (264)
{

dla rozwiazania ZPN =z ograniczeniami réwnofciowymi giQ)= 0.

Courant intuicyjnie zalozyl, ze dla réznych wartoSci r = TR
k=12,...) ciag kolejnych minimalizacji funkcji Flx, rk) przy
¥, —~oe bedzie w granicy dazyl do szukanego rozwigzania tzn.

lim [méin Flx, rk)] = ?in f(x) = £@R), ‘ (265)

K R €Rr

gdzie £ oznacza punkt ekstremalny, a
R = {:_( |g(:_<) =0, i= ’I,...,m} .

Dowdd zbieznodci tej metody w kilkanaScie lat pozmej podat
Moser [28]

Schmit i Fox [50] uogdlnili oméwiona metode na przypadek
ograniczed nieréwnofciowych tzn, rozpatrywali eni zadanie

min £(x),

pod warunkiem

U

b2y, uy

g, &)>0, i

gi(g=0, i=z=u+1,...,m,

(266)

Dla rozwigzania tego zadania Schmit i Fox zaproponowali mo-
dyfikacj¢ funkcji celu w postaci

P = [6- 5, [Pt - 1) + Z g G (g@) + S ) @sn)

{=u+

gdzie f; jest z gdéry zadang wartoScia funkeji £f(x) dla k-tej
iteracji speiniajaca warunek fk<f(§), natomiast funkcja H po-
siada wilasnosé
1 dla z<0
H(z) = (268)
0 dla z>Q

Przebieg algorytmu jest nastgpujacy:
('1;) Startujgc z dowolnie wybranego punktu 3;0
zacji: funkeji

dokonaj minimali-



)

03)

2
F &) = [f@ - fJ Hit, - ) +

P> e a(ge) s Sl (269)
g :

L=u+d

gdzie warto$é f’l zatozono w ten sposdb, aby

£, < (°) @270)

Je$li gll jest rozwiazaniem zadania optymalizacji (269) ta-

kim, ze .
1

minFq@ )= 0, @271)

to powtdérz krok (1) algorytmu dla FZ(E) przyjmujac §/]
jako nowy punkt startowy oraz zakiadajac £y <iq4. Zwréémy
przy tym uwagg, ze dowolny punkt X, w ktSrym Fk( )= 0,

spelnia nastgpujgce zwigzki
) < 1),
g,& >0, i=4,2,...0 272)
g,& =0, i

Powtarzaj czynnoéci opisane w punktach 1.1 2 tzn. minimalizuj
Fk(_) dla monotonicznie malejacego ciggu f, k=12,...,
az do momentu gdy dla pewnego fk uzyskamy

u+1...,m,

minF) (x) > 0. (273)

Oznacza to, ze

f4> minf(x) > f. (274)

Jesh otrzymamy punkt x speinia kryterium na minimum to
lstop', natomiast jeéli nie, to powtérz procedurg dla wartoéci
e wybranej w przedziale (fk 4 fk).

W praktycznych zastosowaniach metody Schmita i Foxa do

transformacji (267) wprowadza si¢ dodatkowo wspolczynmlu wagi

A
i

okreslajace wazno$é poszczegdlnych ograniczed, Ponadto, za-

miast ostrego kryterium na zakoficzenie minimalizacji w k-tym
kroku o postaci min F L) = 0, stosuje si¢ zwykle krytermm fa-
godniejsze bardziej odpow1edme dla obliczed numerycznych,



6.2.2. Metoda Rosenbrocka

Metoda  ta jest nierozlacznie zwigzana z metoda Rosenbrocka
bez ograniczef (punkt 5,2.2). Zaklada ona postaé ograniczef od-
mienna od ogdlnie przyj¢tej postaci (259), a mianowicie

L&) < X&) < v ). © o (275)

Zdefiniowany w ten sposéb dopuszczalny obszar zmiennofci x,
Rosenbrock podzielil na trzy strefy: stref¢ dozwolona oraz dwie
strefy graniczne o szerokofci = q0-% (ui(g) - li(:_c)) kazda, Bie-
#zacy punkt x znajduje si¢ w strefie granicznej, jeéli speinione
s3 nastgpujace nieréwnodci:

LG < X&) < L&) +a,

(276)
ui(z) > Xi(’—‘) > ui@) -,
natomiast w strefie dozwolonej gdy
L&) ra< X&) < ux)-a (277)

Koncepcja algorytmu Rosenbrocka polega na zastosowaniu nor-
malnej procedury bez ograniczef do optymalizacji funkcji wielu
zmiennych F(x), ktéra ulega nastepujacym zmianom w procesie
obliczes: R
- jedli punkt x znajduje si¢ w strefie dozwolonej wéwczas funk-

cja celu pozostaje w swojej oryginalnej postaci (258), a wigc

Fx) = 1), (278)
- jeéli natomiast punkt x wystapi w strefie granicznej wtedy do
funkcji celu (258) zostaje wprowadzone wyrazenie reprezentujace

kare za zblizanie si¢ do ograniczed. W tym przypadku funkcja
F(x) przyjmuje postaé

F) = £G) - (1) - £Y0Gp - 49° + 277, @79)

gdzie f£* jest ostatnio otrzymana wartoscia f(§) przed wej-
$ciem do strefy granicznej, a § wyraza si¢ przez
_Ux) vo- X&)
7= o
lub . (280)

p= X&) - ulx) +a

o



Zwréémy uwage, ze dla ) = 0, Fix) = flx) oraz dla n=1,
F(x) = £* przy czym £* > f(x). Stad, w strefie granicznej, przy
tego rodzaju modyfikacji, zostaje utworzone minimum funkcji wy-
stepujace dla wartoSci f zawartych pomiedzy 0 a L.

Przebieg algorytmu jest nastgpujacy:

) przyjmujac §° jako punkt startowy oblicz wartoé¢ funkcji ce=
lu f(x°)=1{"==F0, wartoSci ograniczen (275) oraz szeroko$é
strefy granicznej o,

(2) wykonaj krok o diugosci €4 W pierwszym kierunku é’l’ na-
. lezacym do bazy wyjéciowej ) ooy utworzonej z Wzae
V. U LY €&n J
jemnie ortogonalnych wektoréw jednostkowych,

(3) oblicz w tym nowym punkcie x warto§é funkeji f@) oraz
wartodci ograniczed (275),

(4) zbadaj czy nowy punkt x speinia zbidr ograniczed (275) jedli
tak, to przejdZ do wykonania kroku 6, natomiast jeSli nie, to

(5) cofnij si¢ do punktu poprzedniego tzn, oblicz x - e;
oraz zmniejsz dlugo§é kroku o - A0 <f<1) w mys’i
- ﬁej —se., a nastepnie przejdZ do wykonania kroku 8,

¢ —x

2]

zasady -

(6) zbadaj czy krok byl pomyélny tzn. czy f(x) < FO; jesli nie,
to przejdZ do wykonania kroku 5, natomiast w przeciwnym ra-.
zie zarejestruj ten fakt przez powigkszenie sumy pomy$§lnych
krokéw w danym kierunku d. o e;, a nastgpnie zwigksz diu-
goé¢ kraku o b‘(a"> 1) oraz podstaw f(x) ==F0,

(7) zbadaj czy punkt x znajduje si¢ w. strefie granicznej (276)
je8li tak, to dokonaj modyfikacji funkcji celu zgodnie z (279),
jes’li nie - podstaw f@c)%f’,

(8) powtérz powyzsza procedurg od kroku 2 dla wszystkich kierun-
kéw £, ortogonalnej bazy, a nastepnie zbadaj czy wykonanie
krokéw® wzdiuz n kierunkéw (w jednym "obiegu') dato niepo-
my$lny wynik., Je$li nie, to rozpocznij procedurg od (2) nato-
miast w przeciwnym przypadku:

- jezeli nastapilo to po pierwszZym ‘'‘obiegu' to zmienl punkt
startowy x° 1 powtérz czynnodci od (1),

- jezeli nie, to o ile znaleziony punkt nie spelnia kryterium
na "minimum' dokonaj "obrotu wspéirzednych" {é} zgodnie
z algorytmem przedstawionym w punkcie 5,2.2 i powréé
do wykonania kroku 2. :

W algorytmie tym pominigto zagadnienie doboru punktu starto-
wego x°, ktéry musi znajdowaé si¢ w obszarze dopuszczalnym,
Problem ten zostanie poruszony w nastgpnym punkcie przy rozpa-
trywaniu metody Carrolla, Szczegblowy opis omdwionej procedury



‘wraz z sieciami dzialaf mozna znale#é w pracach [48], [54], na-
tomiast jej program w ALGOLU opublikowano w [55].

6.2.3. Metoda Carrolla

Metoda ta zwana Created Response Surface Technique -~ CRST
w pierwszej wersji zostala opracowana przez Carrolla [6], a na-
stepnie rozwinigta przez Fiacco i McCormicka [’15], [16]. Nazwa
jej pochodzi stad, ze istotag metody jest generowanie w obszarze
dopuszczalnym ciagu nieograniczonych powierzchni, ktSrych kolejne
ekstrema, wyznaczane jedna z metod optymalizacji bez ograniczes,
53 zbiezne do szukanego rozwiagzania ZPN o postaci (258), (259).

W przypadku gdy w zadaniu tym wystepujg tylko ograniczenia
nierédwnodciowe typu gi(§> > 0, Carroll zaproponowal modyfikowad
funkcjg celu w nastepujacy sposéb

Fle r) = 1) + 1, > g ) (281)
{

natomiast dla ograniczefi réwnodciowych i nierdwnosciowych Fiacco
i McCormick uogélnili te¢ transformacj¢ do postaci

y -l m ‘
Pl )= 1) +r, gg;‘ Wern T D&, (s2)

[=u+!

Jak juz wspomniano koncepcja metody Carrolla polega na cig-
gu kolejnych minimalizacji funkcji (281) bad% (282) dla odpowiada-
jacych im dyskretnych, monotonicznie malejacych wartosci 1y,

w rezultacie czego przy r, — 0 uzyskane zostaje ekstremum
zadania z ograniczeniami (%(58), (259), a wigce
Iim[minF :|= in f(x) = £&) 283
Jim | i (xs rk? min &) = £@), (283)
gdzie: £ ‘oznacza punkt ekstremalny,
R - obszar dopuszczalny zdefiniowany tak jak w (259).

Dowdd zbiezno$ci metody Carrolla zostat wykonany przez
Fiacco i McCormicka [15].
Przebieg algorytmu jest nastgpujacy:

(1) dobierz punkt startowy g" w taki sposéb, aby znajdowal sig

w obszarze dopuszczalnym tzn, g{oe R, gdzie
R=[x| >0, 1= 1,2,...,m},

(2) okre$l poczatkows warto§€ wspdlczynnika przyblized T4



(3) dokonaj minimalizacji funkcji (281) oraz uzyskany punkt eks-
tremalny ::(<rk) podstaw w miejsce X, .

(4) =zbadaj czy spelnione zostala kryterium na '"minimum', Jedli
tak, to zakoficz dzialanie procedury, natomiast w przeciwnym
razie zmied warto§é wspblczynnika T tak aby r, > T >0
dla k=1,2,... oraz przyjmujac ostatnio wyliczony x° ja-
ko nowy punkt startowy powtdrz krok (3).

w 6mawianej procedurze dwie sprawy wymagaja krdtkiego ko-
mentarza.

Pierwsza - jest zagadnienie doboru punktu startowego x°,
ktéry musi naleze¢ do obszaru dopuszczalnego R. W.wielu zasto-
sowaniach problem ten nie powoduje wigkszych kiopotéw, gdyz
warto§é x® wynika bezpoSrednio z wiltaSciwo$ci danego procesu,
Jednakze istnieja réwniez przypadki gdy trafienie w obszar R
nie jest od razu oczywiste. Dla rozwigzania tego zagadnienia
Fiacco [’15] zaproponowal nastgpujacg procedure:

(1) przyjmujac dowolny punkt startowy )_(o zbadaj czy w zbiorze
ograniczend »gi(x)>0 dla i=12,...,m istnieje takie i dla
ktérego ograniczenia te s3 niespeinione, tzn. czy i€ IZ gdzie
I, = fi ! gi(§°)<0} ,

@) jezeli mialo to miejsce dla i = pe I2 to przy pomocy metody
CRST dokonaj minimalizacji funkecji

T 7)) = g ) + 1 > 5 @), (284)
lel

gdzie I, ={i | gi@°)>o}, -

ktérag wykonuj az do momientu gdy gp@_c) stanie sig¢ dodatnie,
(3) zbadaj czy zbidr I, Jjest pusty. Jesli tak, to ostatnio uzyska-

ny punkt >_'E(rk) przyjmij jako nowy punkt startowy x°, nato-

miast jesli nie, to powtdrz krok (2) dia nast¢pnego wybranego
iel,.
2

W przypadku, gdy omdéwiona procedura nie przyniesie spodzie-
wanego rezultatu, tzn, po zakoficzeniu jej dziatania beda istnialy
takie i = pel,, dla ktérych min [—gp(x)]>0, nalezy uznaé, ze
zbiér ograniczed gi(g) wystgpujacy w zadaniu optymalizacji jest
sprzeczny. .

Drugs sprawg, ktéra wymaga wyjafnienia, jest zagadnienie
doboru poczatkowej warto$ci wspélczynnika przyblized r.. Jak
mo#na bowiem wykazaé nie powinno sig¢ go przyjmowaé dowolnie.
Zbyt duza warto§é r powoduje, ze w procesie minimalizacji
F(x, rk) dominujaca rolg odgrywa wyraz gi’ (x) i w wyniku
tego otrzymany punkt }_'E(rk) moze byé bardzo odlegly od rzeczy-



wistego minimum, Natomiast w drugim przypadku, gdy e jest
za male, istnieje niebezpieczeifistwe naruszenia ograniczefdi w trak-
cie optymalizacji F(:_g, rk) oraz utworzenie sig¢ bardzo waskiej
"doliny', Algorytm automatycznego doboru ry zostal podany
przez Fiacco i McCormicka [’16], oraz takze przez Boxa [:34:].

Przy rozpatrywaniu metody Carrolla nic dotychczas nie zosta-
to. powiedziane o wplywie metod optymalizacji bez ograniczed na
efektywno$¢ tej metody. Problem ten zostanie poruszony w dalszej
czgéci pracy w punkcie 6. 5.

6.2.4. Metody SUMT

Istnieje szereg metod zaliczanych do tej grupy, ktérych naz-
wa SUMT jest skrétem od '""Sequential Unconstrained Minimization
Technique'. Jako giéwnych jej reprezentantéw mozna wymienié:
metode "'primal-dual" Fiacco i McCormicka [’16], metode Arrowa
i Uzawy [1], korzystajaca bezpofrednio w algorytmie z funkcji
Lagrange’a i warunkéw Kuhna-Tuckera oraz metode Huarda [32]
zwang takze "method of centers",

Interesujaca odmiang tej ostatniej metody jest metoda Fiacco
i McCormicka opracowana dla przypadku wypukiego zadania pro-
gramowania nieliniowego 17]. Zaklada ona transformacje o po-
staci

e 1) = (66 - f@)}—1+z g @, (85)
i

k- £t . .
gdzie f(x 1) jest wartofciag funkcji otrzymana z poprzednich k
iteracji.
Przebieg algorytmu jest nastgpujacy:

(1) dobierz punkt startowy )_;0 w taki sposéb, aby x°e R°
dzie R° = b:4 .()_<)>0, i=1,...m oraz pedstaw k=1,
g g

(2) okreél 1:{5[f(>_;)<f(_>_co); eR},
= {x(g&=0 1=1...,m},

]

R
gdzie R

3) dokonaj minimalizacji funkcji (285) w R, oraz uzyskany
punkt ekstremalny x podstaw w miejsce x ,

(4) powtarzaj krok (3)dla k=2,3,... az do momentu gdy zosta-
nie speilnione kryterium na "minimum", przy czym za kazdym
razem bierz Ry = { x ]f(g)sf(:ik'q); X € R}

Dowdd zbieznosci tej metody mozna znaleZé w pracach [’16],

[17].



6.2.5. Metoda Powella

Metoda ta w oryginalnej wersji opracowana zostala przez Po-
wella [45] dla przypadku ograniczed réwnoSciowych gi(gg) =0, a,
nastgpnie uogdlniona przez Wierzbickiego [60], Michalskiego i
Szymanowskiego [55] w taki sposéb, 2é mozna j3 bezpoSrednio
" stosowaé do rozwigzywania ZPN typu (258) i (259). Powstato przy
tym kilka odmian tej nowej metody, ktérej jedna, zbadana i spraw-
dzona, przedstawiono w niniejszej pracy.

Podobnie, jak to mialo miejsce w poprzednio omawianych al-
gorytmach, istotag metody jest poszukiwanie ekstremum warunkowe-
go przez ciag kolejnych minimalizacji bezwarunkowych zmodyfiko-
wanej funkcji celu. Jednakze w rozpatrywanych dotychczas przy-
padkach po przekroczeniu ograniczed lub tez zwigkszaniu dokiadno-
§ci obliczed powiekszana byla stromo$¢ funkeji kary, Powodowalo
to niekorzystny efekt "rowu', ktérego skutkiem byl zwig¢kszony na-
klad obliczed numerycznych., Dla zlagodzenia tego zjawiska Powell
zaproponowal ''przesuwanie' funkcji kary w trakcie procesu obli-
czefi, przy czym przesunigcie to uzaleznil od wartoSci przekroczo-
nych ograniczed, Stad tez, przyjeto nastepujaca postaé modyfikacji -
funkeji celu

Fles.8) = )+ 3 6, (.60 + 8) Hgl + 0),  @86)
i

T
gdzie 6i> 0, &= [61, 6,seen Gm] jest wektorem wspSiczynni-
kéw kary, T )
Gi <0, 8= [9,1, 32,.. .y Gm] - wektorem przesunieé kary,
zaé funkcja H posiada wlasnoéé:

{'1 dla g (x) +8,<0

Hig (x)+8,) = (287)

10 dla gi(g) +8,>0

Przebieg algorytmu jest nastepujacy:

(1) dobierz dane wejsciowe takie jak: punkt startowy x°, maksy-
malng warto$§¢ przekroczenia ograniczenia w punkcie starto-
wym ¢, wymagana dokladno$¢ uwzglednienia ograniczed w
chwili zakoficzenia dziatania procedury cpjn ©Oraz dane po-

trzebne dla wywolania procedury poszukiwan;a ekstremum bez
ograniczedi, a naste¢pnie podstaw k=0, 5K) = 4, Q(k) =0,

(2) dokonaj mixti alizac)ji funkeji (286) oraz uzyskany punkt ekstre-
malny 6k » _G_(k podstaw w miejsce %%, a ponadto <
w miejsce c©, ’



(3) oblicz w punkcie 3(6<k) s Q(k) wartoéé ograniczed gi@) dla
i=4,...,m oraz nowg warto§¢ ¢ w my$l zasady

c = max {[ gi(g)” gi(>_c) +8,<0, i= 1,2,...m](288)
t

(4) zbadaj czy speinione zostalo kryterium na Mminimum' tzn,
czy e<Cp i Jeéli tak, to zakoricz dziatanie procedury, nate-
miast jesli nie to,

(5) zbadaj czy po minimalizacji (krok 2) nastagpilo zmniejszenie na-
ruszenia ograniczeil tzn, czy ¢ « c®. Jesli tak, to przejdZ do
wykonania kroku 8, natomiast w przeciwnym razie podstaw na

miejsce ¢ jego wartos& przed minimalizacjg tzn. ¢ =c%,
(6) dla iel gdzie I = {i [(g;&)| > m,,c°}/\ (g;@)+8;< o)}
() ’

zmied warto$é parametrdw 6i i Bi wedtug reguty

(SR
5i =m, 6"

(289)
&) _ o)
ei = Gi /m2 s
przy czym 0<m, <1 oraz m2>1 sa wspéiczynnikami do-
bieranymi- eksperymentalnie, Powell w swojej procedurze przy-
jat m, = T oraz m, = 10.

(7) podstaw k +1 w miejsce k oraz przyjmujac ostatnio wyli-
czony x° jako nowy punkt startowy powtérz krok 2,

(8) jeli k=0 Iub w k-1 iteracji wykenywany byl krok 6, to
) !
(i) zmierd wartosé Bik w my$l zasady

*)
8% = min { gi@;}) +8. 0} (290)

i

oraz podstaw Q(k) = @i(k) dla i=1,...,m, a nastepnie
przejdZ do wykonania kroku 7, )

(ii) natomiast w przeciwnym przypadku zbadaj warunek czy
cgmy c®, Jeéli jest on spelniony to wykonaj czynnoéci (1)

kroku 8, a jeéli nie przejdZ do wykonania kroku 6.

*)

Zapis 8; = min {gi(g) + Bi; 0]> oznacza, ze w riejsce
8, podstawiamy mniejsza z liczb g.l(g + 6,3 0.



Pewna modyfikacja niniejszego_algorytmu jest wersja zapropo-
nowana przez Wierzbickiego w [60], ktéry w pracy tej ponadto
przedstawil interesujacy dowdd zbieznodci omawianej metody.

6.3. Metody z zastosowaniem modyfikacji kierunkéw

Jak juz wspomniano.istnieja dwie podstawowe grupy metod
opartych na koncepcji modyfikacji kierunkéw poszukiwad w otocze-
niu ograniczefi,

Do pierwszej z nich zaliczymy metody, w ktérych z chwilg
znalezienia si¢ na ograniczeniu, w wyniku przesuwania si¢ wzdiuz
danego kierunku poszukiwaf, nast¢puje "odbicie sig¢" od tego ogra-
niczenia w taki sposéb, aby w dalszym ciagu pozostal w obszarze
dopuszczalnym, Przykiadem tej zasady moze byé metoda Klingma-
na i Himmelblaua [33} zwana "Multiple Gradient Summation Tech-
nique'’, W metodzie tej po napotkaniu ograniczenia nowy kierunek
poszukiwad NSD tworzony jest z kombinacji liniowej gradientu fun-~
kcji celu Vf oraz gradientu funkcji ograniczed Ve Ww mySl
‘wzoru

Vg Ge) Vix)

NSD = —_(_T|Vg 2] 7 [FR] ° (291)

W przypadku pojedynczego ograniczenia sposéb tworzenia kie-
runku NSD ilustruje rys.36.

9i(X) Druga grupa metod wywodzi sig od
metody Rosena [46], [47] dalej rozwi~
janej i ulepszonej przez Daviesa 9]

Istota metody Rosena jestrzutowanie kie-
runku gradientu na powierzchni¢ styczna

-VH(x do ograniczer, a nastg¢pnie poszukiwanie
X flz) ekstremum wzdluz tak wyznaczonego kie-
Rys. 36 runku z, ktéry okresowo jest uaktual~
_ niany. Macierz projekcyjna Pq' przy u-
zyciu ktérej realizowane jest wspommniane rzutowanie, tworzona
jest w nastgpujgcy sposdb )

. df ! T
‘Pq,@) = I- Uq(;_;) . vq(;_;) . Uq (=), (292)

gdzie: q oznacza liczbg ograniczed aktywnych,
I - macierz jednostkows,
Uq - macierz gradientéw ograniczed o postaci

U ) = [V, Ve, Veg )] 293)



Vq@;) - macierz odwrotna iloczynu macierzy Uz i Uq fzn.
T : -1
vV (x) = |U (&)U (x) 294)
)= [ w-v (

Stad, kierunek "z styczny do ograniczed okreSlamy przez
Pq@) . vilx)

2t R V)] (295)

Zwrocmy uwage, ze opisana metoda bedzie dziataé prawidio-
wo tylko pod tym warunkiem, ze poszukiwane ekstremum znajduje
si¢ na ograniczeniu, a nie we wngtrzu obszaru. dopuszczalnego.
Dlatego tez Rosen przed przystapieniem do wykonywania normalnej
procedury przeksztalca oryginalne Zadanie Programowania Nieli-
niowego ZPN do postaci, w ktérej wystg¢puje liniowa funkcja celu
oraz rozszerzony zbidr nieliniowych ograniczef nieréwnosciowych
typu g; (x)>0. W celu realizacji tej transformacji do ZPN zosta-
je wprowadzona dodatkowa zmienna 'x,,, oraz dodatkowe ograni-
czenie

= 0 296
g; 1(x) £(x) x > ¢ )
i tym sposobem, zamiast poszukiwaé

minf(x), (297)
XeR

gdzie ={ lg(_)>0 i=1..., m},
nalezy wyznaczyé

T arn’ (298)

gdzie R:{,_}glgi(x)zo, i=1...,m, m+'l].

W rezultacie wiec, przeksztalcone ZNP (298) speinia postawio-
ne wymaganie, gdyz jak wiadomo ekstremum funkcji liniowej lezy
na ograniczeniu. Dodatkowa korzy$ciag w wprowadzonej transforma-
cji jest to, ze gradient funkcji liniowej jest staly, a wigc

ve® = fo, 0,...,0, 1], . (299)

przez co zostaje zmniejszony nakiad obliczed. .

W dalszych rozwazaniach dla jednolitoSci zapisu podstawmy
n =n+1 oraz m =m+1, jak réwniez zalézmy, ze bedziemy po-
gzukiwad maksimum zadania (298).



Przebieg algorytmu metody Rosena jest nastepujgcy:

(’l) dobierz punkt startowy x° w taki sposéb, aby 505 r°

gdzie R® = {z |gi(>_:)>0, i= ’l,...,m} R
(2) startujac z punktu x° dokonaj takiego przesuniecia punktu x
wzdtuz kierunku gradientu V%, aby znalazl sig¢ on w poblizu
ktéregokolwiek z ograniczed gi@) tzn, dobierz takie T zeby
punkt x =x°+ tV(°® nalezal do B,
gdzie B = {}_(_ I}_;e R, gi(>_<) = 0, dla przynajmniej jednego i]
oraz podstaw x, = ;q,

" (3) okre$l zbidr ograniczed aktywnych tzn, zbadaj czy wéréd ogra-
niczed gi(>_<)>0 istnieje takich gq ograniczed, 1 <q < m,
dla ktérych "v‘yq(xv) "< § gdazie

v &) = [0 g)..0s g @], (300)

natomiast § jest z géry zalozong tolerancja obliczed,

(4) oblicz w punkcie g‘,: macierz odwrotna Vq(;;p) wzér (294),
nastgpnie wektor

£, y) = [rqg,),..,, Ty x,)]; vq(,_q).u;f(}_(,). v, (301)

ktéry wyzriacza kierunek powrotu do obszaru dopuszczalnego
oraz .warto$é rzutu gradientu nd kierunek styczny do przecig-
cia si¢ ograniczed w mysl wzoru
. o o )

P (x,)* Vi = V£ - U (x,)-xr_(x,), (302)
' .4 q q
(5) oblicz w punkcie x , wartodci wspélczynnikéw kryterialnych

plg‘,) oraz ﬁ(:_:v> wedlug zaleznofci

1
A xy) = max {% rG&,) "’i?}) (303)

blgdzie vii S% diagonalnymi elementami macierzy VqQV),

pay) = max{ [P Gs,) VY5 p1<>_;,>]

2 nastepnie zbadaj czy spelnione zostalo kryterium na "maksi-
mum" tzn, czy <&, gdzie ¢ jest zadang dokladmosciz obli-
czed, Je§li tak, to zakofcz dziatanie procedury, natomiast
jesli nie to

(6) zbadaj-czy zbidér ograniczefl aktywnych ulegnie redukcji po wy-
konaniu kroku'w kierunku z tzn, sprawdéZ warunek czy



p>5/\ﬂP (xy) vi° "<ﬂ1. Jesli tak, to przejdZ do wykonania
kroku ’I(?, natomiast w przeciwnym razie

(7) wyznacz w punkcie x, kierunek styczny do ograniczed z QQ)

wedtug (295), a nastepnie oblicz kolejny punkt Xy,q lezacy w
obszarze dopuszczalnym w myél zasady

x(t) = x z(x, ),
v , + relx, Gos)

2y ,4(0) = x(0) - Uq(s_c,,) Vq(xv)wq(z(f)),

przy czym t musi by¢ tak dobrane, aby spelniony byl warunek

o)< & (05)

Graficzng interpretacjg¢ opisanych czynnoéci przedstawia rys, 37.

vf°
/ ()
Xy E
R ]
Xyuf
¢ B{HleRg(s)-ain, o)
Rys. 37

(8) zbadaj czy w tym nowym punkcie x, 1 spelniane sa réwniez
ograniczenia uznane poprzednio za nieaktywne tzn., czy

gi@_chr,])?O, dla i=gq+1,...,m. (306)

Jeéli tak, to podstaw punkt Xy 49 (r) w miejsce Xy oraz
przejdZ do wykonania kroku 4, natomiast je§li nie, to

(9) powtarzaj czynnoéci zwigzane z doborem 7 zgodnie z wzorami
(304) i (305), az warunek (306) zostanie speiniony,  a nastepnie
podstaw znaleziony _>_cl,+,|(l”) w miejsce x, oraz rozpocznij
procedure od kroku 3, Przypadek ten zostal przedstawiony na
rys. 38.



Rys. 38

(10) usuii z macierzy U wektor Vgl i dla tak utworzonej ma-
oblicz ponownie macierz Vq-'l’ a nastgpnie

= o
o T Vq-’l Uq_,] vie,

o _ o .
Pq_,] vi® = V{ 'Uq-'lz

cierzy U

q-1

oraz powtérz czynnosci
od kroku 7. Opisang sy-
tuacje przedstawia rys.39,
Zwréémy uwage, ze

6'=6-9, <« oméwionej procedurze

nie podano sposobu dobo-

ra © wystgpujacego w
krokach 2, 7 1 9 oraz algorytmu obliczania macierzy odwrotnej
Vq, co ma istotny wplyw na efektywno§é metody. Rosen w swojej
oryginalnej procedurze zastosowal interpolacje szedcienng do wy-
znaczania T, natomiast dla okreélenia Vq postuzyl si¢ rekur-
sywnym algorytmem Householdera opisanym w [3’1].

Xyat

Rys, 39

6,4. Metoda Complex

W przeciwiefistwie do metod rozpatrywanych do tej pory, w
metodzie Complex nie stosuje sie ani modyfikacji funkcji cels, ani
tez modyfikacji kierunkéw poszukiwad w otoczeniu ograniczed, Isto-
ta metody polega na utworzeniu w obszarze dopuszczalnym niere-
gularnego simplexu o k wierzchotkach (przy czym k> n+1), kté-
ry zostaje wpisany w powierzchni¢ reprezentujacg badana funkcje
celu f(x). Nastgpnie simplex ten, zwany complexem, zostaje tak
przeksztatcany, aby odlegto$é pomiegdzy jego wierzcholkami mala-
ta przy posuwaniu sie¢ w kierunku minimum. Metoda ta zostala
opracowana przez Boxa [5] i jest odpowiednikiem metody Simplex



Neldera i Meada (punkt 5.2.3), stosowanej w przypadku poszukiwa-
nia ekstremum bez ograniczef,

W metodzie Complex, podobnie jak to mialo miejsce w meto-
dzie Rosenbrocka punkt 6,2,2 zaklada sie odmienna posta¢ ograni-
czefi, a mianowicie

L<x<u, i=12,... n, (307)

L < xj(§)<uj, i="12,... m, (308)

gdzie 1;, 1, uw; oraz u, sa statymi lub funkcjami x, przy
czym ograniczenia typu (3108) zwane s3 ograniczeniami funkcyj-
nymi,

W algorytmie metody Complex stosuje sig nastepujace dwie
operacje:

(1) operacja wyliczenia "centroidu' ¢ zdefiniowanego jako
£ W
c = —'ki’*?l—, dla i#h, (309)

gdzie §;JV oznacza i-ty punkt wierzchotkowy complexu, a2 h
jest indeksem punktu wierzchotkowego gﬁv, w ktérym funkcja
celu f(x) osizga maksimum spoé§réd k punktéw complexu
tzn, f(gﬁ’) = max, oraz

() operacja '"'odbicia" punktu x» wzgledem ¢ okreSlona przez
h g P

x* = (1 -ol)g-xw

% (310)

gdzie o > 1,

Z definicji tej wynika, ze punkt x* lezy na prostej lacza-
cej punkty ¢ i gﬁ’ po stronie przeciwnej zf wzgledem ¢
w odleglodci (c - g;ﬁ’)ot ~-krotnej od c.

Jako najkorzystniejsze wartoSci parametréw o« i k Box za-
proponowat o = 1,3 oraz k= 2n,
Przebieg algorytmu jest nastgpujacy:
) wyznacz w obszarze dopuszczalnym k punktéw complexu w
my$l zasady
= - )
%, u; + T |ui lil (3’]’],
gdzie 1, s3 liczbami pseudo-losowymi wygenerowanymi ze
zbioru liczb przypadkowych w przedziale [0, ’l].
Jeéli tak wyliczony kolejny punkt >_;1N nie speinia ograniczed
funkeyjnych (308), wéwczas przesufi ten punkt w kierunku cent-



)

(4)

5

~—

%)

(7)

®)

rum zaakceptowanych juz punktdw wierzchotkowych o polowe
odleglo$ci od tego centrum. Procedurg¢ t¢ powtarzaj dotad, az
warunki (308) zostang spetnione,

okreél promied minimalnego kola zawierajacego wszystkie pun-
kty complexu - 9 ...,

zbadaj czy speinione zostato kryterium na "minimum" tzn. czy
@min <&- Jesdli tak, to zakoficz dzialanie procedury, natomiast
jesli nie, to

wyznacz spofréd k punktéw complexu punkt gﬁ' , w ktérym
funkcja celu osigga warto$¢ maksymalng tzn, wyznacz indeks
h taki, ze (f ;;Y) = max,

oblicz dla i=1,2,...,k; i#h centrum complexu ¢ wedlug
(309), a nastepnie zbadaj czy znajduje si¢ ono w obszarze do-
puszczalnym. Jesli nie, to wprowadZ dodatkowy punkt do com-
plexu, a wigc podstaw k =k+1 oraz przejdZ do wykonania
kroku 1, natomiast je$li tak, to

wykonaj odbicie x* punktu >_:;:’ wzgledem ¢ w myél (310)
oraz zbadaj czy punkt x™ speinia ograniczenia (307), (308).
Jeéli tak, to przejdZ do wykonania kroku 8, natomiast w prze-
ciwnym razie

zbadaj czy zostaly naruszone ograniczenia typu (307) czy tez
(308), Jesli typu (307) to na miejsce x* podstaw wartos¢
liczbowa naruszanego ograniczenia, natomiast je$li zostato na-
ruszone ograniczenie funkcyjne (308), to przesud punkt x* w
kierunku centrum o polowg odlegio§ci (c - x* tzn,

¥ =¢- - x¥)2, (312)
przy czym czynno$é t¢ powtarzaj dotad, az ograniczenia (308) .
zostang spelnione,
zbadaj czy w znalezionym punkcie x* funkcja celu osigga w
dalszym ciggu warto$¢ maksymalng spo$réd pozostalych punk-
téw compleksu. Jeéli tak, to wykonaj operacje (312) i powtérz
krok 8, natomiast jeSli nie, to podstaw x* w miejsce gg '
i rozpocenij wykonywanie procedury od kroku 2,

Szczegblowy opis oméwionego algorytmu mozna znaleZé w pra-

cach [5], [34], za§ program napisany w ALGOLU w [55:[.



6.5. Poréwnanie metod

6.5,1, Wybér metod oraz kryteriéw poréwnawczych

WéErdd metod Poszukiwania Ekstremum z Ograniczeniami
PEZOG oméwionych w poprzednim punkcie, za giéwne i reprezen-
tacyjne ze wzgledu na zasad¢ dzialania mozna uznaé metody:
Rosenbrocka (punkt 6,2,2), Carrolla (punkt 6,2,3) oraz Powella
(punkt 6,2.5), ktére zostaly oparte o trzy rézne koncepcje wpro-
wadzania funkcji kary, nastgpnie metod¢ Rosena (punkt 6.3) stosu~
jaca modyfikacje kierunku poszukiwail w sgsiedztwie ograniczed
oraz metode Complex (punkt 6.4) operujaca '"ograniczonym sim-
plexem'., Dla dokonania pordwnania rozwazanych metod postuzono
sig¢ wigc wymienionymi pigcioma metodami, przy czym w celu zba-
dania wpilywu metod Poszukiwania Ekstremum Bez Ograniczed
PEBOG na efektywno$§¢ metod z ograniczeniami, rozpatrzono za-
réwno metode Carrolla jak i Powella w kilku wersjach korzysta-
jacych z odmiennych procedur PEBOG, Przyjeto przy tym naste-
pujace oznaczenia:

RB - metoda Rosenbrocka

CAR - metoda Carrolla z metoda Rosénbrocka PEBOG

CAZ - metoda Carrolla z metoda Zangwilla PEBOG

CAG - metoda Carrolla z metoda gradientu sprzezonego PEPOG
POW - metoda Powella'z metodg Powella PEBOG

POG - metoda Powella z metoda gradientu sprzezonego PEBOG
RS - metoda Rosena

COM - metoda Complex,

Programy w ALGOLU-ZAM, wedlug ktérych przeprowadzono
badania wymienionych metod, podane zostaly w pracy [:55].

Istotnym zagadnieniem przy rozpatrywaniu iteracyjnych metod
poszukiwania ekstremum jest dobdr wlaéciwego kryterium. poréw-
nawczego, Oczywista jest rzeczg, 2e kryterium takie mowze byé
bardzo réznorodnie formufowane w zaleznodéci od celu jakiemu ma
stuzyé, Jak juz wspomniano w punkcie 5.4.1, w przypadku poréw-
nywania metod optymalizacji bez ograniczer dosyé uniwersalnym
kryterium zaproponowanym przez Boxa [4] jest liczba obliczed
wartoSci funkcji celu jaka nalezy wykonaé dla osiagnigcia zadanej
doktadnoS$ci,

Zaleta tak sformutowanego kryterium jest to, ze jest ono do-
brg miara szybkoSci zbieznoSci oraz czasu dziatania procedury,
niezalezng od typu zastosowanej maszyny. cyfrowej, jej organizacji
czy tez uzytego translatora jg¢zyka programowania,



Box w swoich pracach [4] oraz [5], w ktérych zajmowal sig
poréwnaniem metod poszukiwania ekstremum 2 ograniczeniami ta-
kich jak: transformacji zmiennych, Rosenbrocka oraz metedy
Complex, poprzestat tylko na oméwionym kryterium. Jednakze po-
dejécie takie nie zawsze jest wladciwe, gdyz w metodach PEZOG
nalezy réwniez dokonywaé obliczefi wartosci ograniczefi, ktérych
to liczba czesto nie odpowiada liczbie obliczed wartodci funkcji
celu, a ich pracochlonnoéé obliczed jest takze doéé znaczna.Przy-
kiadem tego rodzaju sytuacji moze by¢ metoda Rosend, czy tez
kazda inna metoda, w ktérej uwzglednia sig w zmodyfikowanej fun-
kcji celu tylko ograniczenia aktywne, Dlatego tez, w niniejszej
pracy oprécz kryterium Boxa przyjgto 'liczbg obliczed ograniczen"
jako dodatkowe kryterilim poréwnawcze, ktére iacznie z poprzed-
nim pozwoli wnioskowaé o czasie trwania optymalizacji.

6.5.2. Wybdr i opis przykiadéw

Przy doborze przyktaddw potozono gtéwnie nacisk na zbadanie
wplywu rodzaju ograniczedi oraz wplywu umiejscowienia ekstremum
na efektywno$é metod, Dla tego celu sformulowano pie¢ dwuwymiae
rowych przyktadéw, w ktérych w rézny sposéb uksztaltowano ob-
szar dopuszczalny oraz ustalono rézne polozenia punktu ekstremal-
nego. Natomiast badanie wplywu wymiarowosci problemu optymali-
zacji na efektywnos$¢ metod przeprowadzono tylko w ograniczonym
zakresie na przykiadzie pieciowymiarowym zaproponowanym przez
Boxa w [5]. Przyklady te maja postaé nastepujaca:

1. Problem dwuwymiarowy - obszar ograniczeii wypukly, przy
czym wystepuje jedno minimum globalne poiozone na krzywolinio-
wym ograniczeniu (rys.40). '

Znale 26 minimum funkcji

4
HC x,) = 5 - (313)

przy warunkach

s ) [( vz

g %/ = 3o \* "1

%, > 0, %, > 0.
- . O /AN
Szukane rozwigzanie wystgpuje w punkcie £, = 7§, X, =

V2 - 1

=S, W ktérym wartoéé f(&’l’ 322) = 0,



X

.
Reaum

X, K= punkt stacion.
I,
i
|

e X008 X BB % a5
Praptod 1 Preyktad 2
Rys. 40 Rys. 41

2. Problem dwuwymiarowy - obszar ograniczed wklesly, w
ktérym wystepuja dwa minima: lokalne i globalne (rys-.4’l>. Mini-
ma lokalne ¥ i globalne & polozone s3 w ostrzach, za$ punkt
stacjonarny na ograniczeniu krzywoliniowym.

ZnaleZé minimum funkeji

f(x,I, xz) =

przy warunkach

2 2
vZ VZ'- 4 1
g’l(x’l’ XZ) = (x,] ‘72) + <_T) - =20, (314)

g, (e x,) = 100 - x>0,

g5, x,) =

Rozwigzania powyzszego problemu s3 nicjednoznaczne, a wigc
- w punkcie 3';,] =0, :'EZ = 0,27 wystgpuje minimum globalne

f(xq, xz) = - 0,129,



- w punkcie §’I = 0,569, %, =0 wystepuje minimum lokalne

f(§1, 3'<2) = -0,0054,

L e vz V2 - . .
- w punkcie X, =—/, X, = wystepuje punkt stacjonarny
173 2

3

f(:”c,l, zz) = 0,

3, Problem dwuwymiarowy - ograniczenia liniowe, przy czym
wystepuje jedno minimum lezgce na ograniczeniu (rys.42).
ZnaleZ€ minimum funkcji

f(x/l, XZ) =
przy warunkach
8,0, x,) = (315)
gZ(X’l' xz) = 100 - x, > 0,
g3<x,l, x,) = 0,5 - x, >0,
%, > 0, x, > 0.
. . : s V2T,
Szukane rozwiazanie wystgpuje w punkcie x4 =-—3-, X, =

V2 - 1

=5 W ktérym wartos§é f(ﬁ’i’ §2)= 0.

X Xy

N

S — —

f-a
05 X,
braghtod x =Bt e
Hykloas Prayktad 4

Rys, 42 Rys,43



4. Problem dwuwymiarowy - obszar ograniczed wklesty, w
ktdrym wystepuje jedno minimum globalne potozone na krzywolinio-
wym ograniczeniu (rys.43).

Znale#¢ minimum funkcji

1
O T2
przy warunkach
2 2
(x,, x,) ( + )+< +ﬁ+2) 150,
Bq¥q 7/ T A% T *2 3 =120
gz(x,], xz) = 100 - X, > 0, (316)
8500 %) = 0,5 - x, > 0,
x,> 0, x, > 0.
Szukane rozwigzanie wystepuje w punkcie ¥,= 5, X =

_VZ-1
N 3

5. Problem dwuwymiarowy - obszar ograniczed wklesty, w
ktérym wystepuje jedno minimum globalne polozone w ostrzu
(rys.44).

, w ktérym wartosé f(:":,], 522) = 0.

L]
= et
f-0
L e
Preyktad § %
Rys, 44

ZnaleZ¢ minimum funkcji

1
tep %)) = 5




przy warunkach

g(x x) x2+x-———-
171 72 1 2 3

g5y %) = <x1 e

g3(x1, x2)= 0,6 - x1> 0,

g bep %)) = —5— - x> 0,
-
x1> 0, XZ > 0.
2
Szukane rozwiazanie wystgpuje w punkcie %, = E, %, =
vz e w P 17573 2
2 -
= ——3—:1—, w ktérym warto§€ funkcji f(:"c,], ﬁz) = 0,

6. Problem pigciowymiarowy zaproponowany przez Boxa w [5]
Znale£¢ maksimum funkcji celu :

f(x)‘= (aZY’l + ajyz + a,¥q + agy, + 784036 - 100000 a, +

- 50800 ba7 + k31 + k32x2 + k_}3X3 + k34x4 +

- kBSXE)xq - 24345 + ax,

gdzie:
b = x, + 0,01 Xq
x, = (kq + kZXZ + k3x3 + k4x4 + k5x5)~x1,

¥, = k6 + k7x2 + ksx,5 + k9x1 + k’10x5'

¥y = Ky ke, ke ko x, bk X

¥y = Kg kgt Rgxg + kpgx, b kyo%g, (318)

Yy = k21,+ k22x2 + 1{23x3 + k24x4 + k25x5,

o=y, 4y, ¥ vy %,
+ x

x=kk26+kx+kx+kx+k + x

27%2 T ¥28%3 T F297e 30"5)"4

przy ograniczeniach:



B2 %, K 2,4;
20 < x5 < 60
9 < Xy < 9, 3;
6,5 < x5 < 7
0 < xg < 294000
0 < x, € 294000

0 < xg < 277200

przy czym warto§é wspblczynnikéw a, oraz k;j zaczerpnigto z

pracy [51
Szukane rozwigzanie wyst¢puje w punkcie

% = 4,537; 4

g = 2,43 %. = 60; ;*;4:9,3; %=1,

3
w ktérym wartoéé funkcji celu f£(&) = 5 280 334.

2

6.5.3. Wyniki obliczerd
Obliczenia przeprowadzone w ALGOLU na maszynie ZAM 41,
przy czym w poszczegdlnych przykladach dla wszystkich badanych
metod przyjmowano te same punkty startowe. Wyjatek stanowi me-
toda Complex, dla ktérej w przykladzie 3 zatozono ponadto drugi
odmienny punkt startowy, Wyniki obliczed zostaly przedstawione
graficznie w postaci dwéch rodzin wykresdw:
warto§é funkcji = f (ilo§¢ obliczed funkeji)
warto§é funkcji = f (iloéci obliczefi ograniczedi),

Wykresy te umieszczono w nastepujacej kolejnosci:’
- rys.45 i 46
- rys.47 i 48

przykiad
przykiad
przykiad - rys.49 i 50
- rys.53 i 54
- rys.55 i 56.

1
2
3

przykiad 4 - rys.51 i 52
przykiad 5
6

przyklad

Oznaczenia wystepujgce na tych rysunkach sg zgodne z ozna-
czeniami wprowadzonymi w punkcie 6.5, 1.
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6.5.4., Wniogki

Z uzyskanych rezultatéw wynika, ze najbardziej efektywng me-~
toda Poszukiwania Ekstremum z Ograniczeniami PEZOG jest zmo-~
dyfikowana metoda Powella wykorzystujaca metode gradientu sprzg-
zonego przy wyznaczaniu ekstremum bez ograniczef, Przewaga tej
metody staje si¢ szczegllnie widoczna w przypadkach gdy szukane
ekstremum znajduje sig w ostrzu (przykiady 2 i 5), Dodatkowa
wiadciwobcia wyrdzniajacg metodge Powella od reézty rozpatrywa-
nych metod jest jej 'oscylacyjny" charakter zblizania si¢ do eks-
tremum. Wilasciwos¢ ta zostata przedstawiona na rys.47 i 48, na-
torniast na pozostalych wykresach nie zostala ona pokazana, gdyz
naniesiono na nich jedynie bezwzgledne warto$ci funkeji celu.

W metodach PEZOG poslugujacych si¢ metodami optymalizacji
bez ograniczed istotny wplyw na ich efektywnosé ma dobér wiaSei-
wej metody Poszukiwania Ekstremum Bez Ograniczeid PEBOG,
Wplyw ten zostal zbadany na przykladach metod Powella i Carrol-
la, ktére pokaczono z metodami PEBOG w nastepujacych konfigura-
cjach: z metoda gradientu sprzgzonego - metody POG i CAG, =z
metoda Powella I - POW, 2z metoda Rosenbrocka - CAR oraz z
metodg Zangwilla - CAZ. Jak wykazaly przeprowadzone obliczenia
procedury POG i CAG okazaly sig kilkakrotnie szybsze od pozosta-
tych procedur.

W ten sposéb zostala potwierdzona teza, ze im efektywniejsza
metode PEBOG stosuje si¢ do optymalizacji zmodyfikowanej funk-
cji celu, tym szybciej zbiezna jest sama metoda PEZOG. Wydaje
sie wiec, ze celowe byloby zastosowanie w .metodzie Powella me-~
tody Davidona zamiast metody gradientu sprzezonego, gdyz jak
wiadomo metoda Davidona uwazana jest obecnie za jedna z najsil-
niejszych metod PEBOG. Dla metody Carrolla tego rodzaju préba
juz zostata wykonana przez Fletchera i McCanna [’19], ktérzy tg
nows metode nazwali "Acceleration Techniques', Wymagalo to jed-
nak znacznej modyfikacji zaréwno metody Davidona jak 1 samej
metody Carrolla, w rezultacie ktérej uzyskano bardzo szybko
zbiezng metodg. Dla ostatecznegn wige poréwnania metody Powella
2z metoda Carrolla nalezaloby zrealizowad nowe wersje tych metod
przy uzyciu algorytmu Davidona, a nastepnie dokona¢ odpowiednich
‘obliczed, Zwréémy jednak uwage na dosy¢ istotng réznicg wystepus
jgcy pomiedzy tymi dwoma metocdami, Mianowicie metoda Carrolla
w trakcie wykonywania procedury nie narusza zbioru ograniczed,
co oznacza, 2e biezgcy punkt x zawsze pozostaje w obszarze do-
puszczalnym, Natomiast metoda Powella i wszystkie pozostate roz-
patrywane przez nas metody nie posiadaja tej zalety, a wigc maru-
szaja one zbidr ograniczefi przy przesuwaniu si¢ w kierunku eks-
remum. W wielu praktycznych zastosowaniach przy sterowaniu
lon-line' wymagane jest Scisle przestrzeganie obszaru dopuszczal-



nego, a tym samym zostaja wyeliminowane metody, ktére tego
warunku nie speilniaja.

Metoda Carrolla w wersji CAG wykazuje bardzo dobra szyb-
ko8¢ zbieznoSci prawie we wszystkich badanych przykiadach, jed~
nakze zbieznoé< ta wyraZnie maleje przy zwiekszaniu dokladnoSci
obliczerd, Fakt ten mozna tlumaczy¢ tym, 2e przy duzych dokfad-
noéciach tworzone w metodzie powierzchnie staja sig¢ coraz bar-
dziej strome, a przez to zmniejszona zostaje efektywnos¢ poszuki-
wania ekstremum bez ograniczed. W podobny sposéb zachowuje sie
meto. + Rosenbrocka odznaczajgca sig¢ dobra zbieznodciag w poczat-
kowej fazie dzialania, lecz z chwila wejscia w strefe ograniczer
zbiezno§¢ ta znacznie maleje i to tym bardziej im wigcej strefa
ograniczeil zostaje zwgzona przy zwigkszaniu dokfadnosci,

Odmienne wladciwo$ci od dwéch ostatnio omawianych metod
reprezentuje metoda Rosena, Metoda ta okazala sige bardzo efek-
tywna dla duzych dokfadno$ci obliczed, natomiast w poczatkowej
fazie jest wyraZnie gorsza tak od metody Carrolla jak i Rosen-
brocka, nie méwigc juz o metodzie Powella. Tego rodzaju zacho-
wanie si¢ metody Rosena wyplywa stad, ze w pierwszym okresie
dziatania zuzywany jest do$¢ duzy nakiad obliczed na czynnosci po-
mocnicze takie jak: obliczenie macierzy odwrotnej V_, macierzy
projekcyjnej itp. Ponadto naklad ten szybko wzrasta jesli ograni-
czenia aktywne sa silnie nieliniowe, a wigc czesciej nalezy doko-
nywaé projekcji gradientu oraz uaktualniaé¢ odpowiednie macierze,
Jednakze w bliskim otoczeniu minimum, kiedy zardwno funkcje ce-
lu jak i ograniczed s3 dobrze aproksymowane forma kwadratows,
szybkoS¢ zbieznoSci metody Rosena staje sie bardzo duza. Stad
tez, wydaje si¢ interesujaca koncepcja polaczenia dwéch metod:
Rosena oraz Rosenbrocka w jedng catosC i tym sposobem wyelimi-
nowanie ich niekorzystnych wiasciwosci.

Metoda Complex w pordwnaniu z poprzednio rozpatrywanymi
metodami okazala si¢ najmniej efektywna metods, przy czym ze
wzrostem wymiarowo$ci jej szybkoS¢ zbieznoSci wyrafnie sie po-
garsza. Posiada ona jednak doS¢ istotng zalete charakteryzujaca
sig¢ tym, Ze w rezultacie przeksztalcania complexu w calym ob-
szarze dopuszczalnym nastepuje dokladne jego przeszukiwanie, a
tym samym istnieje o wiele wigksze prawdopodobiefistwo trafienia
w ekstremum globalne niz w lokalne, Taka wiaSnie sytuacja zaist-
niata w przykiadzie 2 (rys.47 i 48), gdzie wszystkie metody (z wy-
jatkiemn POW) podazyly w kierunku minimum lokalnego, natomiast
metoda Complex wykryfa minimum globalne, Wyznaczenie przez
metodg POW tego samego minimum globalnego nastapito jedynie
przypadkowo na skutek znalezienia sie w jego otoczeniu po mini~
malizacji funkcji wzdluz pierwszego kierunku zatozonej bazy. W ce-
Iu wykorzystania wspomnianej zalety, w pewnvych przypadkach mo-
ze okazaé si¢ optacalne zastosowanie w poczatkowym ckresie opty-



malizacji metody Complex dla doborsu punktu startowego dla innych
metod,

Analizujac wplyw rodzaju ograniczed oraz polozenia punktu
ekstremalnego na efektywnos¢ metod nalezy stwierdzié, ze na nie-
ktére metody wplyw ten jest bardzo silny, za$ na inne o wiele
mniejszy, Tak wiegc, dla metod Carrolia oraz Rosenbrocka najko-
rzystniejszy jest przypadek gdy ekstremum leZzy na pojedynczym
ograniczeniu oraz kiedy ograniczenie to jest wkleste lub liniowe.
Natomiast w razie wystapienia punktu ekstremalnego na przecigciu
sie ograniczefd tworzacych ostrze, szybkos$é zbieznoéci tych metod
wyraZnie maleje, W odmienny sposéb na polozenie ekstremum rea-
guje metoda Complex, ktéra najefektywniejsza okazala si¢ dla mi-
nimum znajdujacego si¢ w ostrzu. Podobng wiladciwoé¢ posiada
réwniez metoda Powella, lec 2 tak jak to juz wspomniano na wste-
pie, przewyzsza ona znacznie pozostale metody w kazdej badanej
sytuacji., Najmniej czutg na zmiany polozenia ekstremum oraz ro-
dzaj ograniczefl jest metoda Rosena, ktdra we wszystkich prz‘)pad-
kach zachowata swdj charakter zbiezno$ci. Jednakze, tego rodzaju
ocena nie oddaje w peini mozliwosci tej metody, gdyz jak wiado-
mo jest ona najskuteczniejsza dla zadafd optymalizacji z ogranicze-
niami liniowymi. Brak wyrafnego wzrostu szybko$ci zbieznodci
metody Rosena w przyktadzie 3 (ograniczeni_a liniowe ) wynika stad,
ze obliczed dokonano przy pomocy procedury specjalnie przystoso-
wanej do rozwigzywania ogélnego Zadania Programowania Nielinio-
wego ZPN typu A, a nie tylko do zadafd z ograniczeniami liniowy~
mi. Warto jednak wspomnieé, ze istnieje do8¢ liczna grupa metod
optymalizacji, ktére siluza jedynie do tego celu. Do grupy tej za-
liczona jest réwniez zmodyfikowana wersja metody Rosena ]:46 ,
jednakze za najsilniejsza uwazana jest obecnie metoda Goldfarba
i Lapidusa [24], ktérej koncepcja zostata oparta na algorytmie
Davidona. Ze wzgledu na ograniczony zakres ich zastosoward nie
zostaty one rozpatrzone w niniejszej pracy.

Istotnym czynnikiem wplywajacym na efektywno$é metod stosu-
jacych funkcje kary, jest wiadciwy dobdr kryterium zakodczenia
dziatania procedur poszukiwania ekstremum bez ograniczed PEBOG,
Dotyczy to szczegdblnie metod Powella oraz Carrolla, ktére w trak-
cie wykonywania korzystaja z. tych wiaénie procedur, Z przepro-
wadzonych badaf nad tymi dwoma metodami wynikaja nastepujgce
wnioski,

W metodzie Powella POG przyjgcie mniejszej doktadnogci ob-
liczed dla procedury gradientu sprze¢zonego powoduje wzrost szyb-
koéci zbieznodci w poczatkowej fazie, natomiast z chwila powigk-
szenia doktadnosSci okreélania minimum warunkowego nakiad obli-
czell zaczyna bardzo szybko wzastal, Przypadek ten zostal przed-
stawiony na rys.45, krzywa POGD, Odmienny zupeinie przebieg



posiada krzywa szybkoSci zbiezno$ci (rys.45, krzywa POG), gdy
zwigkszona zostaje doktadno§¢ obliczefl procedury gradientu sprzg-
zonego, W pierwszym okresie nastgpuje wéwczas zmniejszenie
szybkoéci zbieznoéci metody POG lecz przy powickszaniu doktad-
noléci obliczefl szukanego minimum szybko§¢ ta bardzo wzrasta.

W metodzie Carrolla dobér kryterium zakoficzenia dzialania
procedury PEBOG odgrywa réwniez duze znaczenie, Najlepsze re=
zultaty uzyskano wtedy, gdy w trakcie przebiegu algorytmu Car-
rolla wprowadzono zmienng dokiadnoS¢ obliczed w stosowanej me-
- todzie PEBOG, w zaleznosdci od '"stromizny' generowanych powies
rzchni, Tak wiegc, jeSli w poczatkowej Ffazie przebiegu algorytmu
utworzone powierzchnie posiadajag J:agodxiy charakter wéwczas wy-
starczy przyjmowaé niewielka dokladno$¢ obliczed dla wyznaczania
kolejnych miniméw bezwarunkowych., Z chwilg jednak znalezienia
si¢ w poblizu szukanego ekstremum warunkowego, kiedy generowa-
ne powierzchnie staja si¢ coraz bardziej ostre, wtedy takze musi
ulec zaostrzeniu kryterium zbieznoéci procedury PEBOG.

W pozostatych trzech z rozpatrywanych metod, a wigc Rosen-
brocka, Rosena oraz Complex wzrost ich efektywnoSci mozna
uzyskaé przez zmiang nastgpujacych czynnikéw, W metodzie Rosen-
brocka przez zlagodzenie kryterium wedtug ktérego zostaje doko-
nany obrdét wspélrzednych, w metodzie Rosena przez ulepszenie in-
terpolacji stosowanej do okre$lania polozenia punktu na ogranicze-
niach aktywnych oraz w metodzie Complex przez zmian¢ paramet-
réw o i k. Zwréémy przy tym uwage, ze w metodzie Complex,
Zle dobrana wartoéé parametru  moze doprowadzi€ do niezbiezno-
§ci metody, Przypadek taki przedstawiono na rys.49.

Wplyw wymiarowosci ZPN na efektywnos¢ metod zbadano tylko
w ograniczonym zakresie na S5-wymiarowym przyktadzie, przy
czym porSwnania nie przeprowadzono dla wszystkich metod,

Z otrzymanych krzywyeh wynika (rys,55 i 56), ze ze wazrostem
wymiarowosci polepszyla sie szybkos¢ zbieznoéci takich metod jak
RB, CAR i POW, natomiast pogorszyia si¢ metoda Complex., Na-
lezy wiec przypuszczaé, ze podobnie jak POW i CAR zachowywa-
tyby si¢ i metody POG oraz CAG, a wigc uzyskano by dla nich
jeszcze lepsze rezultaty. -

) Reasumujac niniejsze rozwazania na zakoficzenie warto pod-
kre$lié, ze obecnie nie istnieje uniwersalna metoda poszukiwania
ekstremum z ograniczeniami, ktéra moglaby zadowolié wszy‘stkie
wymagania stawiane przez uzytkownikéw, Wyboru metody mozna
wige dokonal dopiero gdy zostanie sformulowane konkretne zada-
nie oraz cel jakiemu ma ono stuzyl, Oczywiscie, 2e przy oblicze-
niach optymalizacyjnych przeprowadzonych 'off-line" jedynymi
ograniczeniami nakladanymi na dana metod¢ sg ograniczenia wyni-
kajgce z wielkoSci i wyposazenia komputera, ktéry jest do dyspo-
zycji. Sytuacja ta jednak ulega radykalnej zmianie gdy te same ob-



liczenia maja byé dokonywane "on-line'. Wdéwczas oprécz wspom-
nianych ograniczed musza by¢ brane pod uwage dodatkowe wzgledy
takie na przyklad jak: szybkosé zbieznodci, mozliwosS¢ naruszenia
ograniczed w trakcie obliczed, niezawodno$¢ metody, wielowejécio~
woé¢é itp. W takiej wiabnie sytuacji odpowiedZ na pytanie, ktéra ze
znanych metod optymalizacji powinna byé zastosowana przestaje
juz byé sprawa prosta i wymaga giebokiej ich analizy. Stad tez,
przedstawiona w niniejszej pracy ocena metod PEZOG moze by¢
pomocna w rozstrzygnieciu kwestii slusznego ich wyboru,
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Czesé II

OPTYMALIZACJA DYNAMICZNA

7. Wiadomosci wstepne

Pod pojgciem optymalizacja rozumiemy ogélnie poszukiwanie
rozwigzad najlepszych, optymalnych z okreélonego punktu widzenia.
Rozwigzania te sa podstaws dla decyzji, podejmowanych przez
cztowieka lub zastgpujgce go urzadzenia automatyczne, Oddziatywa-
nie tych decyzji na okreSlony proces fizyczny (lub chemiczny, czy
nawet ekonomiczny) zwane jest sterowaniem optymalnym, je$li
podj¢te decyzje s3 optymalne, Stad tez istnieje $cisly zwigzek po-
migdzy teorig optymalizacji a teoria sterowania optymalnego i be-
dziemy traktowal je lacznie, chociaz mozna wyobrazi sobie od-
dzielenie tych pojeé {na przykiad optymalizacja decyzji konstruk-
cyjnych podejmowanych przez projektanta, nie jest bezposrednio
zwigzana ze sterowaniem; natomiast ich realizacja i ewentualne
ulepszanie na podstawie zaobserwowanych niedoktadnofci stanowi
niewatpliwie przykiad sterowania, rozumianego w szerokim sen-
sie).

Zadania optymalizacji dzielimy, jak wiadomo, na dwie podsta-
wowe klasy: optymalizacje¢ statyczna, sprowadzajacg si¢ do poszu-
kiwania ekstremum (maksimum lub minimum) funkcji oraz optyma-
lizacj¢ dynamiczng, sprowadzajaca sig¢ do poszukiwania ekstremum
funkcjonatu. Typowe -zadanie optymalizacji dynamicznej polega na
poszukiwaniu takiego sposobu zmian decyzji w danym przedziale
czasu, ktdry zapewni ekstremum pewnego wskaznika jako$ci zalez-
nego od przebiegu zmian tej decyzji na calym przedziale, WskaZ-
nik jakoSci jest wigc funkcjonatem -tej decyzji, okreélonym na da-
nym przedziale czasu, co tlumaczy przymiotnik optymalizacja ''dy-
namiczna,

Prostym prazykladem takiego zadania jest problem przestawia-
nia wézka transportowego, ktérym nalezy ruszyé, przejechad
okreSlony odcinek i zatrzymaé w pewnym miejscu, Jak nalezy ma-
newrowal silnikiem wézka, aby przejechaé dany odcinek w naj-
krétszym czasie? WskaZnikiem jakoSci jest tu czas od momentu




ruszenia do momentu zatrzymania, za$ decyzja czy tez sterowa-
niem - spos6b wilaczania silnika, Bardziej ztozonym przykiadem
jest problem sterowania rakiety Ziemia-Mars., Nalezy tu dobraé
moment startu i trajektorie rakiety tak, aby przelot wymagat mi-
nimum paliwa. Wybdr trajektorii jest'tu oczywiécie zwigzany z wy-
borem sterowania, czyli sposobem manewrowania silnikami rakie-
ty. Przyklady optymalizacji dynamicznej wystepuja tez przy ste-
rowaniu procesdéw przemystowych, WyobraZmy sobie reaktor ches
miczny, ktéry napelnia si¢ reagentami, a nast¢pnie ogrzewa do
uzyskania wymaganej temperatury, Wzrost temperatury powoduje
przyspieszenie proceséw chemicznych i wydzielania si¢ ciepla re-
akcji; jednakze nie mozna grzaé reaktora zbyt intensywnie, bo
sprawno§¢ urzadzed grzejnych maleje ze wzrostem mocy przez
nie przenoszonej i straty energetyczne rosng. Jak nalezy zmieniad
w czasie przebieg mocy grzejnej, zeby na ogrzanie reaktora w da-
nym czasie zuzy¢ minimum energii?

Jako zadania optymalizacji dynamicznej moga by¢ sformulowa-
nia takze inne, pozornie odlegife problemy. Na przykiad w klasycz-
A nym zadaniu rachunku waria-
x,‘ cyjnego - zagadnieniu brachi-

stochrony - nalezy tak dobral
Is : tor ciata, $Slizgajacego sig

bez tarcia pod wplywem sily
ciezkofci - rys.57, by czas,
v w ktérym przebywa ono dro-
v ge pomigdzy punktami A i
B, byl najmniejszy. Na pier~
wszy rzut oka trudno tu
8 wyodrebnié zmienna decyzyj-
Xz ng czyli zmienne w czasie
Rys. 57 sterowanie, oddziatywujace na
ruch ciata, Moze by¢ jednak
nim sila u, prostopadia do. kierunku ruchu cialta, z ktéra podioze
oddziatywuje na cialo. Innym pozornie odleglym problemem jest
poszukiwanie optymalnego rozkladu temperatur wzdiuz ogrzewane-
go dyfuzora przemystowego, ktéry ma postal diugiej rury i w ktd-
rym przeplywaja w przeciwpradzie dwa dyfundujace migdzy sobag
czynniki A i B - rys.58,

Szybkodé dyfuzji zalezy od koncentracji tych czynnikéw oraz
od temperatury, przy czym dla kazdej koncentracji istnieje pewna
optymalna temperatura, a koncentracja w okreflonym punkcie dy-
fuzora zalezy od szybkoSci dyfuzji w innych punktach, Jak dobradé
.rozklad temperatur, aby uzyskal maksymalng koncentracjg¢ w czyn-
niku A  wyplywajacym z dyfuzora? W swej istocie fizycznej jest
to problem statyczny, gdyz pytamy o ustalony rozkiad temperatur




zakladajac, 2ze przeplyw czynnikdw przez dyfuzor trwa juz dosta-
tecznie diugo i ma charakter ustalony., Zmienng, od ktérej zalezy
tu decyzja (temperatura), jest odlegto$é rozpatrywanego punktu od

Rys, 58

krafdca dyfuzora. Z matematycznego punktu widzenia mozemy jed-
nak te zmienna utozsami¢ z czasem, oznaczajsc j3 przez t,
i potraktowaé zadanie jako problem optymalizacji dynamicznej.

Powyzsze przyklady dotyczyly problemu okreélenia optymalne-
go sterowania jako funkcji czasu, a wi¢c nie byly zwiazane z wy-
borem sposobu realizacji tego sterowania i jego uzaleznienia od
biezacych informiacji o przebiegu sterowania procesu., Jeéli w
pierwszym z rozpatrywanych przykiaddéw zatozyrmy, Ze mozemy
mierzy¢ za pomocg odpowiednich urzadzed biezace polozenie i
predkoéé wézka, oraz zapytamy, jak uzaleznié optymalne sterowa-
nie wézka od wynikéw tych pomiaréw, to mamy do czynienia z
bardziej ztozonym zadaniem - problemem syntezy ukladu zamknie¢-
tego sterowania optymalnego, Podobne zadania mo#na sformutowad
takze dla innych przytoczonych tu przyklédéw.

Majac do rozwigzania zadanie optymalizacji dynamicznej .
wzglednie sterowania optymalnego, nalezy postepowal wedlug na-
turalnej i wyprébowanej metodyki rozwigzywania takich zadad,

Po pierwsze, nalezy ustali¢ dostatecznie dokladny, a jedno-
czefnie nie nadmiernie skomplikowany model matematyczny roz-
patrywanego procesu fizycznego (chemicznego, ekonomicznego, czy
innego). Sposoby ustalania rmodelu nie bgda rozpatrywane w tej
czgéci skryptu, chociaz podamy przykiady arbitralnego wyboru
modeli, Bedziemy tu tez dla uproszczenia zakladal, ze chociaz
‘model mégt byé ustalony w oparciu o badania statystyczne, to
jednak ma on charakter deterministyczny, to znaczy nie wystgpu-~
ja w tym modelu zmienne i funkcje losowe. Ponadto nie bedziemy



tu rozpatrywaé modeli ¢ postaci réwnafi rézniczkowych czgstko-
wych (modeli o statych rozlozonych). )

Po drugie nalezy sprawdzié, czy problem optymalizacji dyna-
micznej {polegajacy na wyznaczeniu zaleznoSci decyzji od czasu,
czyli - innymi slowy - sterowania optymalnego w ukfadzie otwar-
tym) ma rozwiazanie, dajace si¢ wyrazié w postaci analitycznej.
W tym punkcie wylania si¢ szereg probleméw szczegélowych, Po
pierwsze nalezaloby udowodnié, e rozpatrywany problem posiada
w ogéle rozwiagzanie, wyrazajace sig¢ okreSlona funkcja czasuj ten
bardzo istotny i zazwyczaj trudny problem matematyczny nie ma
na ogét znaczenia dla poprawnie sformulowanych problemdéw fizy-
cznych i nie bedzie tu-dokiadniej rozpatrywany. Po drugie nalezy
sie zdecydowaé na wybér jednej z wielu matematycznych metod
optymalizacji, ktére beda tu przedstawione; poniewaz jednak s3
one w duzej mierze réwnowazne, zaleca sig stosowanie metody o
najprostszej. notacji i wyprébowanym sposobie stosowania ~ metoda
taks, zdaniem autora, jest zasada maksimum. Po trzecie, klasa
zadafi optymalizacji dla ktérych istnieja pelne rozwiazania anality-
czne jest stosunkowo ‘wgska; jednakze nalezy przeprowadzaé jak
najpemiejsza analiz¢ kazdego zadania i stara¢ sie uzyskiwaé chol-
by czeéciowe czy przyblizone rezultaty analityczme, ktére ulatwia
p6éniejsze ewentualne obliczenia numeryczne oraz ich interpretacjg.

Jeéli nie mozna wyznaczy¢ rozwigzania na drodze analitycznej,
to nalezy je obliczyé numerycznie za pomoca maszyny cyfrowej.
Istnieje wiele metod obliczeniowych optymalizacji dynamicznej,

z ktérych podstawowe bgda tu dokiadniej oméwione, Nalezy sig
zdecydowaé na jedng z nich zaleznie od postaci zadania; istotng
role odgrywaja tu tez takie czynniki, jak przewidywany naklad ob-
liczed dla uzyskania rozwigzania czy wymagana dokiadnofé rozwig-
zania (ktére uzyskuje sie w postaci przyblizonej ).

Po wyznaczeniu sterowania optymalnego w ukiadzie otwartym
(jako funkcji czasu) nalezy zdecydowaé jak bedzie to sterowanie
realizowane w zastosowaniu do konkretnego procesu. Najpierw’
wiec nalezy sprawdzié czy mozliwe jest okre$lenie analitycznej po-
staci sterowania optymalnego w ukiadzie zamkhietym (nie jako fun-
kcji czasu, lecz w zalezno$ci od wynikéw pomiarbw stanu procesu)
o podstawowej strukturze, czyli przeprowadzenie syntezy ukiadu
zamknigtego sterowania optymalnego. OdpowiedZ na to pytanie jest
pozytywna tylko dld bardzo waskiej klasy zadani, Je§li odpowiedZ
jest negatywna, to zawsze mozna zrealizowaC zamknigty ukiad ste-
rowania optymalnegp, stosujac maszyn¢ matematyczng do biezace-
go wyznaczania' sterowafi optymalnych w oparciu o wyniki pemia-
réw stanu procesu, Jednakze nie mozna zwykle z géry przewidzieé,
ze uklad zamkniety sterowania bedzie zdecydowanie lub w ogdle
lepszy od ukladu otwartego i zZe zastosowanie maszyny matematycz~
nej jest oplacalne..Co wigcej, istnieje szereg wariantéw ‘struktury



ukladu zamknig¢tego, Nalezy wiec dokonaé wyboru struktury ukiadu
sterowania, Bierze si¢ tu pod uwage kilka czynnikéw., Po pierw-
sze nalezy ocenié¢ wrazliwo§¢ rozwazanych struktur, czyli odchyle-
nia od optymalnosci,  jakie moga wyniknaé w zwiagzku z niedoktad=-
noécia zatozonego modelu matematycznego rzeczywistego procesu;
odchylenia te silnie zaleza od wyboru struktury uktadu, Po drugie,
"nalezy ocenié naklad obliczef niezbgdnych do biezacego wyznacza-
nia sterowania optymalnego w danej strukfurze ukiadu; musi on
sig miedci¢ w granica¢ch mozliwoSci maszyny matematycznej., Zbyt
duzy naklad obliczed moze wywotal koniecznoéé uproszczenia mo-
delu matematycznego procesu, a tym samym - zmhiejszenie do-
kladnosci ‘OBliczania sterowania i jako$ci sterowania. JeSli uprosz-
czenie modelu jest niedopuszczalne, to nakiad obliczed mozna
zmniejszy€, badZ roztozyé pomigdzy kilka maszyn przez zastoso-
wanie wielopoziomowej hierarchicznej struktury ukladu sterowania.
Trzecim i zazwyczaj decydujagcym czynnikiem s3 wzgledy ekonomi-
czne - koszty maszyny matematycznej, urzadzed pomiarowych i
innych urzadzefd ukladu sterowania,oraz wzgledy czysto téchniczne
- na przyklad mozliwo8€ realizacji pewnych pomiardw.

Problemy zwiazane z synteza ukladu zamknigtego, wyborem
struktury uktadu, analizg wrazliwodci itp, sa bardzo obszerne i .z
braku miejsca nie bgda dokiadniej cmawiane,

8. Metody analityczne optymalizacji dynamicznej

8. 1. Sformutowanie problemu i pojecia podstawowe

Dany jest model dynamiki procesu w postaci jego réwnaf sta-
nu, ktére w podstawowym przypadku przyjmujg postal ukiadu réw-
nafi rézniczkowych zwyczajnych

% =f£(x u t 2); dimx=dimf=n
(319)
dim u = m; dim . a = r;
gdzie x = [x,l,...,xn]’ jest n-wymiarowym wektorem ) zmien-

nych, wynikajacych z decyzji, zwanych
wspbtrzednymi stanu lub krétko stanem .
procesu, :

Wszystkie wektory w tej czgSci skryptu - np, x - s3 uwa-
zane za wektory kolumnowe, z wyjatkiem wyraZnie oznaczonych
wektoréw transponowanych - np. x’f



u = [uq,...,um]’ jest m-wymiarowym wektorem zmiennych
decyzyjnych, zwanych sterowaniem,
[a,l,...,ar :I' jest wektorem statych parametréw, kté-
rych warto$ci. wynikaja z identyfikacji
modelu procesu,
f = dana funkcja wektorowa,

I»
"

Oprécz podstawowej postaci (319), réwnania stanu moga tez
przyjmowaé postaé réwnafi réznicowych zwyczajnych (model dyna-
miki i problem nazywamy wéwczas dyskretnym w czasie) bad#
réwnafi rézniczkowych z opéZnionym argumentem (méwimy o opé%-
nieniu stanu lub opdZnieniu sterowania, je§li w prawej stronie
réwnaf (319) wystepuja odpowiednio zmienne opéZnione x(t - TO)
lub uft- To)‘ gdzie T, - czas opc’)z’nienia).

Dany jest model stanu poczatkowego procesu., W podstawowym
wariancie zadania optymalizacji zakiada sig¢ zwykle, ze znany jest
dokiadnie stan poczatkowy procesu w pewnej chwili poczatkowej to

x(to> = %X . (320)

Dla. proceséw z op&Znieniami niezbedna jest dodatkowo znajo-
moS§¢ calego przebiegu :_;(r) lub u(s) dla wszystkich ¢ z prze-
dzialu t - Tg<T < o

Dany jest model ograniczef procesu., W podstawowym warian-
cie zadania zaklada si¢, ze ograniczenia te dotyczz tylko sterowa-
nia .uft) i maja postaé ukladu nierdwnosci

g 2) < 0, (321)
gdzie g, - dana funkcja wektorowa,
Ograniczenia sterowania zapisuje si¢ tez ogdlniej
ult) e @ (322)

gdzie & - okreélony obszar dopuszczalnych wartofci g(t) w
m-wymiarowej przestrzeni sterowafl; obszar ten moze
zalezeé od parametrdéw a.
Jeéli ograniczenia dotyczg takze stanu x(t) i maja postal

g0 wot a)<e (323)

gdzie g, - dana funkc ja wektorowa, to zadanie optymalizacji
komplikuje sig¢ zmacznie,
Dany jest model celu sterowania w postaci zbioru warunkéw
koficowych dla stanu procesu

g (xhh fyo 2) =& dim g =0 (324)

ktére musza byé spelnione przez proces w pewnej chwili koficowej
e By jest tu dang funkcjg wektorows p-wymiarowa, Najprost-



sza postal warunkéw koficowych polega na podaniu stanu kodcowe-

go
x) = x. (325)

Jesli pewne wspéirzedne stanu x; nie wystgpujg w warunkach
(324) lub (325), to mdwimy, %e sg one swobodne; czas koficowy t
moze by¢ takze dany z géry lub swobodny.

Warunki koficowe dla procesu tworza w (n + ’1)—wymiarowej
rozszerzonej przestrzeni stanu i czasu pewien twér geometryczay,
zwany rozmaito$cig koficowa i oznaczany przez | . Rozmaito§é
koficowa jest punktem, je$li dane sa zaréwno wartodci  x(t, ) jak
i t,; jest prosta, jesli np. jedna z tych wartodci jest swcl)(bodna,
a pozostate dane; jest hiperpowierzchnig, jesli dany jest tylko je-
&Ien (skalarny) warunek kodicowy o postaci gk(g(tk), s 3) = 0,
czyli jesli dim gy = p = 1. Méwimy, ze rozmaito§¢ koficowa jest
o+ 1.- p)-wymiarowa, gdzie p = dim Bx - liczba niezaleznych
warunkéw koficowych, Punkt koficowy jest wigc rozmaitoécig zero-
wymiarowsg, prosta koricowa - jednowymiarowa, zaé hiperpowierz-
chnia -n-wymiarows.

Podkreélamy tu, ze ilekroé w zadaniu optymalizacji w warun-
kach koficowych czy réwnaniach stanu wystepuje bezposdrednio czas,
to postugujemy si¢ raczej przestrzenig rozszerzong stanu i czasu
zamiast samej przestrzeni stanu, Wektor ¥ = { x, v} o n+1 skla-
dowych nazywamy stanem rozszerzonym.

Dany jest model wskaZnika jakoSci sterowania w postaci funk~
cjonatu stanu x i sterowania u. W podstawowym wariancie za-
dania zaklada si¢, ze jest to funkcjonat o postaci

4,
Qf{x w2} = (=) b a) + tffo(z, u, t, a)dt, (326)
]

gdzie £, fk - dane funkcje skalarne,

Przy takiej postaci funkcjonatu jako§ci méwimy, ze mamy do
czynienia z problemem Bolzy;: jeéli ka 0 i wskaZnik jako$ci
ma postal catkows, to mamy do czynienia z problemem Lagrane
ge'a; jeéli f=0 i wskaZnik jakoSci jest funkcjg stanu koficowe-
go, to mamy do czynienia z problemem Mayera *. Mozliwe s3 jed-
nak takze inne postacie funkcjonatu jakosci.

»*
)Problemy te .sg wzajemnie réwnowazne, Na przykiad, wpro-
wadzajac dodatkows wsgféirz?dnq stanu x5, o réwnapiu

ko =f.(x u, t, a) +3—3: x, t, a)£(x, u, t, a)+ -rtk%a t, a)
i warunku poczgtkowym
xo(to) = fk(x(to), to’ a)

sprowadzamy problem Bolzy do problemu Mayera, gdyz wdwczas
Q="x, tk). Podstawienie takie jest czegsto stosowane w pracach

teoretycznych dotyczacych optymalizacji.



Przyjmujemy nastgpujace klasy rozwazanych funkcji czisu: za~
‘kiadamy, ze stan x jest absolutnie cfiagla funkcja czasu ™, za$
sterowanie u - funkcja przedziatami ciagla *¥%. Ciagla linig, na
ktéfq sktadaja si¢ kolejne stany w przestrzeni stanu procesu, na-
zywamy trajektoriz stanu procesu lub krétko - trajektorig - rys.59.

Xy -

{xt}

{x(te),to}

v

X.
1 Rys. 59

Sterowanie u przedzialami ciagle i o wartosciach E(t) spel-
niajacych dla kazdego t =z przedzialu to< t<tk ograniczenia
(321) ub (322) nazywamy sterowaniem dopuszczalnym, Je$li dodat-
kowo sterowanie u zastosowane do procesu (319) przy warunkach
poczatkowych (320) doprowadza stan procesu do pewnego punktu

* Funkcja absolutnie ciagta daje si¢ przedstawié jako funkcja
gérnej granicy calkowania pewnej funkcji przedziafami ciggtej lub
mierzalnej ograniczonej. Wilasno§¢ ta jest wlasnoéciz definicyjna
zmiennych stanu, ktére nie moga zmieniaé sig¢ skokowo,

Funkcja prezedzialami ciagla jest.to funkcja ciagia z wyjat-
kiem skoficzonej (lub przeliczalnej) liczby punktéw, w ktérych jej
wartoéci moga zmieniaé si¢ skokowo, Twierdzenie teorii optyma-
lizacji formuluje si¢ zwykle dla szerszej klasy sterowas, a miano-
wicie - dla sterowad mierzalnych ograniczonych, ktérych przypad-
kiem szczegélnym sa sterowania przedziatami ciagle., Uogdlnienie
to nie ma wigkszego znaczenia dla zastosoward teorii optymaliza-
cji. .



speiniajacego warunki kodicowe (324) lub (325), czyli nalezacego
do rozmaito$ci koficowej [, to nazywamy je sterowaniem docelo-
wym, :

Zauwazmy, ze wobec istnienia ograniczed sterowania i dopu-
szczalnej nieliniowoSci réwnad stanu, nie dla kazdego stanu i cza-
su poczgtkowego x., t, istnieje sterowanie docelowe, W prze-
strzeni stanu i czasu mozemy wiec wyréznié obszar standéw stero-
walnych docelowo oznaczany tu przez 6 - to jest takich standw,
Ze przy pewnym sterowaniu dopuszczalnym wychodzaca z nich tra-
‘jektoria osigga ruzmaito$§€ korcowa [ - rys. 60,

X

Rys. 60

Przyjmujemy tez odpowiednie zalozenia co do ciagloéeci i réz-
niczkowalno$ci wszystkich funkcji danych w zadaniu. Na ogdt za-
kiada sig¢, ze funkcje f, fo s3 ciagle wzgledemn sterowania, rdz-
niczkowalne wzgledem stanu oraz przedziatami ciagte (a niekiedy
znacznie silniej - rézniczkowalne) wzgledem czasu, za$ funkcje
g1 820 By fk - rézniczkowalne wzgledem sterowas, stanu i czasu
Zatozenia te beda precyzowane dokiadniej w miare potrzeby.

Zadanie optymalizacji dynamicznej, czyli wyznaczenia
sterowania optymalnego w ukladzie otwartym, sprowadza sig
si¢ do znalezienia takiego dopuszczalnego i docelowego ste-
rowania 4 jako funkcji czasu t, ze wskaZnik jakoSci ma
przy tym sterowaniu warto§¢ minimalna, Q {3, 4, ﬁ_} =
= min Q {1&, 4, E} , gdzie % - trajektoria optymalna pro~
cesu odpowiadajgca sterowaniu @, za§ u i x - dowolne



sterowanie dopuszczalne i docelowe oraz odpowiadajgca mu
trajektoria,

Zadanie syntezy podstawowej struktury ukladu zamknig-
tego sterowania optymalnego sprowadza sig¢ do przedstawie-
nia sterowania optymalnego fi w postaci takiej funkcji sta-
nu x i ewentualnie czasu t, zwanej funkcjg syntezujaca
lub algorytmem regulatora optymalnego, ze dla kazdego za-
dania optymalizacji o takich samych réwnaniach stanu, ogra-
niczeniach, warunkach koficowych i wskaZniku jakodci, lecz
o dowolnych warunkach poczatkowych x,, t, nalezgcych
do obszaru sterowalno$ci docelowej, wartoé¢ poczatkowa
sterowania optymalnego Q(’co) jest réwna warto$ci funkcji
syntezujgcej w punkcie x,, tg.

Podkre$lamy tu raz jeszcze, ze o ile zdanie optymalizacji
rozwigzywane jest dla danych warunkéw poczgtkowych x,, ty i
przy zmianie tych warunkéw staje si¢ innym zadaniem, o tyle za-
danie syntezy ukladu zamknig¢tego odpowiada wielu zadaniom opty-
malizacji, przy dowolnych warunkach poczatkowych, dla ktérych to
zadanie ma sens.

Podane wyzej sformulowania i pojecia majg charakter wysoce
abstrakcyjny. Dla ich lepszego zrozumienia zilustrujemy je na
dwdéch przykladach fizycz-
nych, .

WyobraZmy sobie -
rys,b1a - ze chcemy ste-
rowaé potozenie katowe x
pewne] masy bezwtadne]j,
np, tarczy T, napgdza-
jac ja poprzez przeklad-
nie P silnikiem M., Po-
miniemy tu tarcie oraz
zatozymy dla uproszcze-
nia, ze silnik rozwija sta-
ty moment obrotowy nie-
zaleznie od predkosci, Sil-
nik jest nawrotny, a jego

«w
o a 1 ____f'__o moment proporcjonalny do
) S S pradu sterujacego ozna-
] Xe czonego tu przez u. Za-

~0 Yozymy ponadto, ze moze-
my w razie potrzeby mie-
rzyé polozenie katowe x
(np. za pomocg potencjometru o Slizgaczu napg¢dzanym przez tar-
cze T) oraz predkodé katowa % (np. za pomoca pradnicy tacho-
metrycznej, dolaczonej do walu silnika o pregdkosci obrotowej W)

Rys. 61



Réwnanie ruchu masy bezwladnej ma wigc postad

JE=ku, (327)
gdzie J - laczny mom ent bezwladnoSci tarczy, prz'ektadni i sil-
nika,
k - wspbtczynnik proporcjonalno$ci.

Wprowadzajac wspdirzedne stanu x = X4 (potozenie) i %= Xy

(predko$é), przepiszemy to réwnanie w postaci réwnad stanu
k, = %,

! z (328)
5{2 = au,

. "k < o sa N 21s 2
gdzie a = = . jest parametrem, ktdrego wartoé¢ nalezy okres$lié
badZ to na podstawie eksperymentalnej identyfikacji, bad# tez ob-
liczeniowo, znajac dane znamionowe silnika i momenty bezwladno-
Sci. i

Abstrahujac-od natury fizycznej rgzwazanego ukiadu, mozemy
go przedstawi¢ schematycznie jak na rys,61b gdzie 5 Jest trans-
mitancjg czionu calkujacego. .

W dowolnej chwili poczgtkowej t, stan ukiadu tarcza-prze-
kiadnia-~silnik jest okreflony, jesli znamy polozenie Xq9 1 pred-
ko$¢é X20¢

Warunki pracy silnika dopuszczajg zastosowanie maksymalnego
pradu sterujacego U Obszar §2 dopuszczalnych wartoéci u
jest wige odcinkiem

m*
U < u<U_, (329)
m m

Chcemy doprowadzi€ tarczg¢ w nieokreslonej chwili t do po-
Yozenia Xap i predkosci %51 = 0. W przestrzeni o wspbirzed-
nych (x,l, X5, t) -~ rys.62 - rozmaitosé kodicowa [ jest prosta
réwnolegta do osi t. Oczywiécie nie kazde sterowanie dopusz-
czalne jest docellowe przy danym stanie poczatkowym X400 X203
np. jesli x,5> 0, to sterujac dopuszczalne u = U,, nigdy nie
zatrzymamy silnika i nie osiggniemy xy, = 0. Rdwnie oczywiste
fizycznie jest natomiast, ze dla kazdego stanu poczatkowego znaj-
dziemy sterowanie docelowe, ustawiajace tarcz¢ w okreSlonym po-
fozeniu; obszar sterowalnosci docelowej 8 pokrywa sie z cala
przestrzenia,

Jako wskaZnik jakos$ci mozemy przyjaé np. czas ustawiania
tarczy

Q=1 -t = f’l'dt (330)



Zadauie optymalizacji dynamicznej polega tu na znalezieniu ta-
kiego sterowania i jako funkeji czasu, 2Zeby przestawi€ tarczg¢ z
danego X497 X,q do danego g Xp W minimalnym czasie,

X4

]

Xx

N

X/

Rys, 62

Zadanie syntezy ukladu zamknigtego sterowania polega na przedsta-
wieniu @ w postaci takiej funkcji stanu X4, X4 zeby wartosci
tej funkcji, zastosowane jako sterowania, zapewnialy przestawie-
nie tarczy do danego Xg, Xy W minimalnym czasie dla kazdego
stanu poczatkowego,

Jako inny przykiad wyobraZmy sobie - rys. 63a - ze chcemy
nagrzewal pewien wsad W w piecu przemysiowym F, za pomo-
cg elektrycznego urzadzenia grzejnego G o nastawianej opornof-
ci, a tym samym mocy grzejnej, Ze wzgledu na opornodé dopro-
wadzed energii D moc pobierana z sieci P, jest wigksza niz
moc grzejna F,. Przyjmujac, 2ze prad ptynacy w obwodzie grzej-
nika jest zmienfg sterujaca U, uzyskamy ’

P =a,u
e (339)
Pg =2, u -a, u,
gdzie a, - napiecie sieci,
’ a, - opornosé doprowadze, s3 parametrami o znanych
wartosciach,

Oznaczajac przez - x temperaturg wsadu, uproszczone réwna-
nie akumulacji ciepta we wsadzie mozna zapisaé w postaci
x, (332)

a3.x = Pg - ay



energia cieplna (mierzona w jednostkach elektrycz-
nych) akumulowana we wsadzie w jednostce czasu,
energia oddawana ze wsadu do otoczenia w jednostce

czasu,

@ au-a,4f x
[- SR C— . s ha _.J’_.. -+ ———o
ar
b
Rys. 63

Po przeksztalceniach uzyskamy réwnanie

: 2 =
k=a.u - a6u - 2%, (333)
a . a, a
przy czym a5 = 2’ a6 = a a7 = o 3 temperatura wsadu

x jest jedyna wspglrﬁginq stanu ukladu w” tak uproszczonym mo-
delu matematycznym'*. ‘Schemat blokowy ukiadu odpowiadajacy

réwnaniu (333) przedstawia rys. 63b.

*) Doktadnie biorac, akumulacj¢ ciepta w piecu nalezaloby opi-
sal réwnaniami rézniczkowymi czasteczkowymi, Pewnym uprosz-
czeniem jest zastosowanie osobnych réwnafi rézniczkowych zwy-
czajnych dla écian pieca, sklepienia, wsadu itp. R&éwnanie (332)
jest najsilniejszym uproszczeniem, w. ktérym rozpatruje sig¢ tylko
érednia dynamik¢ wsadu, z pomini¢ciem strat ciepla przez pro-
mieniowanie i innych temu podobnych zjawisk nieliniowych, przy
zatozeniu pomijalnosci wplywu temperatury otoczenia itd.



Mozemy zakiadaé, ze w chwili poczatkowej t, znamy tempe-
raturg poczatkowy xg (mierzona np. za pomoca termoelementu
T, rys.63a). Nie musimy tu uwzgledniaé ograniczed sterowania u,
gdyz stosowanie zbyt duzych wartoSci u jest i tak nieoplacalne
ze wzgledu na wzrost strat energii w doprowadzeniach (wyrazenie
ayu” W réwnaniu (33’1)). Przyjmiemy, 2ze nalezy osiagnaé tempe-
rature koficowa xp w nieokreflonym czasie fy; rozmaitodé kori-
cowa | jest wiec takze prostg réwnolegla do osi t (rys.64).

o
i
%
;'
Xy |-~~~ 92
]
1 -
t t
Rys. 64

Przyjmiemy, ze na koszty prowadzenia procesu sktadaja sie
koszt doprowadzonej energii oraz koszt czasu uzytkowania pieca.
W skaZnik jakoéci ma wiec postaé

ty C b -
Q= c,]fPCdt ¥ cz(tk - to) = f (agu + ag)dt, (334)
ks ty
gdzie <4 i ¢, - ceny energii i czasu, ag=c4a, ag=c,.

Zadanie optymalizacji polega na znalezieniu takiego sterowa-
nia u jako funkeji czasu (czyli innymi stowy, takiego przebiegu
dostarczania energii elektrycznej ), aby przy danej temperaturze
X, W chwili ts uzyskaé dang temperaturg¢ x, W pewnej chwili
tye i’ zeby wskaZnik jakofci (334) miat przy tym warto$§¢ minimal-
na., Zadanie syntezy zamknigtego ukladu sterowania polega na uza~
leznieniu optymalnego sterowania od aktualnej temperatury x, tak
aby na podstawie pomiaru tej temperatury mozna bylo w kazdych
warunkach wyznaczy¢ sterowanie optymialne,

Zauwazmy, Ze w obu powyZszych zadaniach nie trzeba uzalez-
niaé sterowaniz w uktadzie zamknig¢tymm od aktualnego czasu tj
poniewaz czas kofcowy ty Jest w obu zadaniach swobodny, i
czas nie wystgpuje jawnie w réwnaniach procesu, przeto kazda
chwila poczatkowa jest réwnoprawna, W zadaniach tego typu nie



ma w zasadzie potrzeby postugiwania si¢ stanem rozszerzonym
% = {:_:, t] i wystarczy rozpatrywanie stanu Xx.

8.2. Metody, rozwigzywania podstawowych wariantéw
problemu optymalizacji dynamicznej

Istnieje wiele metod rozwigzywania zadad optymalizacji dyna-
micznej. Np. najprostsze zadania moga by¢ rozwigzane za pomocy-
klasycznego rachunku wariacyjnego w oparciu o réwnania Eulera
lub Eulera-Lagrange’a [14]. Ograniczymy sig¢ tu do krétkiego
przedstawienia trzech nowoczesnych metod podstawowych, opartych
na zasadzie optymalno$ci Bellmana, zasadzie maksimum Pontria-
gina i twierdzeniu Hurwicza o punkcie siodiowym funkcjonatu La-
grange’a.

8.2.1. Zasada optymalno$ci. Réwnanie Hamiltona-Jacobiego~
Bellmana

R. Bellman sformutowal nastg¢pujaca pasadg optymalno$ci -
por. [2].

Sterowanie optymalne od danej chwili t do chwili kod~
cowej e zalezy tylko od aktualnego rozszerzonego stanu
procesu &(t) = {g(t), t} , a nie zalezy od poprzednich
stanéw x{r) dla 7 <t (czyli od sposobu, w jaki proces
dotart do stanu, aktualnego), :

Zasada powyzsza obowiazuje oczywiécie tylko dla proceséw,
ktérych zachowanie sie jest okreélone w peini przez aktualny
stan x(t). Nie obowiazuje ona np, dla proceséw z opSZnieniem
stanu lub sterowania ¥/, '

Zasade optymalno$ci mozna sformulowaé takze w odmienny
sposdb: Kazdy koficowy odcinek trajektorii optymalnej jest ‘sam dla
siebie trajektoriag optymalng, Tstotnie, aktualny stan procesu moze
byé zgodnie z zasada optymalnoéci uwazany za stan poczatkowy
dla nowego zadania optymalizacji, a wigc z pierwszego sformuto-
wania wynika drugie, I odwrotnie, je$li koficowy odcinek jest sam
dla siebie trajektorig optymalng, to odpowiadajace mu sterowanie
optymalne zalezy tylko od jego punktu poczatkowego,

Zasad¢ optymalno$ci mozna uzasadnié w prosty sposéb (rys.
65).

— -
. "Chyba, 2e si¢ rozszerzy odpowiednio pojg¢cie stanu procesu,
.wiaczajac do niego oprécz 5_5(1:) takze cale przebiegi 3:_(‘:’) i

u(z) dla T 2z przedzialu t - T°<"L‘ < t, gdzie T, - czas
opéZnienia,




Zalézmy, ze ABCD jest trajektoriag optymalna pewnego pro-
cesu. Rozpatrzmy jej odcinek BCD. Jesli bySmy zakozyli, ze nie
jest on sam dla siebie trajektorig optymalng, to istnialaby inna

by
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Rys, 65

trajektoria lepsza, np. BEF. Wéwczas jednak trajektoria ABEF
bytaby lepsza, niz ABCD (gdyz przyrosty wskaZnika jako$ci na od-
cinku AB sa takie same, a catkowity wskaZnik jest suma przyro-
stéw na poszczegdlnych odcinkach trajektorii), co jest sprzeczne z
zatozeniem, ze ABCD jest trajektorig optymalna. Tym samym
BCD musi byé sam dla siebie trajektoria optymalna.

Dla zadad Lagrange’a z danymi warunkami kodcowymi z zasa-
dy optymalnosci wynika, Ze kazdy odcinek trajektorii optymalnej
jest sam dla siebie trajektorig optymalng, -

Rozp?trzmy teraz zadanie Bolzy poszukiwania minimum funk-
cjonaiu *

. t
Qfx w ot} = (s )+ f e w D 639)
fp
przy réwnaniach procesu
£7 il ow t), S (336)

) W zadaniu tym pomijamy w zapisie zalezno$é od paramet-
réw procesu a, gdyz jest ona istotna tylko dla niektér\:/ch zagad-~
nied optymalizacji, np. przy analizie wrazliwodci rozmaitych struk-
tur ukladdw sterowania. Bedziemy tak postepowal stale, zaznacza-
jac zaleznos¢ od parametréw a tylko wtedy, gdy jest ona istotna,
Por, [18].



ograniczeniach sterowania

u(t)e @ (337)
warunkach kdficowych
gk.\(ac(tk). tk) = 0; {x(tk), tk}er‘ (338)

i dowolnych warunkach poczgtkowych 5_((1:0) = %, nalezacych do
obszaru sterowalnosci docelowe_] Zdefiniujemy funkcje jakoSci op-
tymalnej PLO, to).

Pxo, to)= mUinQ{>_<, u, t}, _(339)
gdzie jest dowolnym sterowaniem dopuszczalnym i docelowym,
~ odpowiadajgca mu trajektomq, wychodzaca z punktu

X, W momencie t_; :
P(Xo' t ) jest to wigc mlmmalna warto§€ wskaZnika jako§-
c1, jaka mozna uzyskal wychodzge z punktu %q to.

u
P

Zgodnie z zasada optymalno$ci argumentem funkcji jakodci op-
tymalnej P moze byé dowolny punkt {x, t} kazdej trajektorii
optymalne]j.

Zatézmy teraz, ze Plx, t) jest funkcjg rézniczkowalng. Ist-
nieja zadania optymalizacji, dla ktérych zatozenie to nie jest situ-
szne. Jeéli jednak jest ono sluszne, to obowiazuje zalezZnos¢

aP(x, t) 3P(g, t)
ax at

Plx +eAx, t +eAt)=Plx, t)+& Ax +e At +o(e) (340)

gdzie € jest liczba dowolnie maila, ofe) - liczbg bardzo mala
w pordwnaniu z £, Ax i At - dowolnymi przyrostami stanu i

czasu, za$ %: jest wektorem wierszowym K pochodnych czastko-
wych funkcji P wzgledem skladowych wektora x, czyli gradien-
tem funkcji P.

Rozpatrzmy teraz sterowanie procesu na odcinku t, tk:[,roz-
bijajac go na dwa odcinki [t, t+eat] i [t + €At tk]
rys. 66,

*
Umdwimy sig, ze gradient op jest wektorem wierszowym,
ox
za$ oF kolumnowym, tak ze wyrazeni Ax/a—P = 2F A
ox" v, yra & ax - ax x =53

iloczynami skalarnym1 (suma iloczynéw poszczegdlnych sktadowych

wektordw W i A 5)



Zaldzmy, ze na drugim odcinku proces jest sterowany opty-
malnie i ma wskaZnik jakoSci Plx +£Ax, t+ EAt), zaé na piérw-
szym odcinku sterowanie ma jakakolwiek ustalong wartosé g-

[

P -
b e e

ST
|
-
-
&
[-Y
3
»
o

Przyrost wskafnika jakoéci na pierwszym odcinku wynika ze wzo-
ru (335) i wynosi €At (x, u, t)+ o(&) zad przyrost stanu na pierw-
szym odcinku wynika ze wzoru (336)i wynosi £Ax = EAt £(x, u, t)+o(e),
WskaZnik jakofci na calym odcinku wynosi

Q = Plx+ edx, t+£At)+eAtfo()3, u, t) + ofe) =

= Plx, t) + £At

aP(x, t)
3t + €At

[%ﬁ £x, u t)+ (341)

+ foQ, u, t)] + ole).

Nie jest to minimalna warto§¢ wskaZnika jakofci, gdyz stero-
wanie u na pierwszym odcinku nie jest optymalne. Poniewaz od-
cinek ten jest bardzo krétki, przeto mozemy zalozyl, ze sterowa-
nie optymalne jest na nim w przybliZeniu state w czasie, i zna-
leZé optymalna warto$€é '§i droga minimalizacji wskaZnika 0, kté-.
ry przyjmuje wéwczas wartqéé Plx, t

P@, t) = min Q =

= min {PQ_{, 1) +eAt ‘-3—13%—;9 + eAt [a—?i%’—ig’—t—)g(g, u, t) +  (342)
+ fc()_(, u, t):l + 0(5)}

W tej ostatniej zalezno$ci tylko wyrazenie w nawiasie kwadra-
towym zalezy od u. Mozemy wigc od obu stron réwnania odeé



P(x, t), podzielié obie strony przez ¢&At i przej$é do granicy
przy ¢ — 0. Uzyskujemy wtedy réwnanie Hamiltona-Jacobiego-
-Bellmana - por. [1] - w postaci

[BP(;g;-(t)

1w )+ G, t)] =0. (343)

Funkcj¢ H zmiennych ¢, x, u, t o postaci
H(y, xou t)= £ u t)+ ¢y £ wt) (344)

nazywamy hamiltonianem zadania optymalizacji, za$ funkcje¢ "
o postaci

H(

|2

(R3]

] >

)= Hly, xou t)+ys §={gy) 048)

clee

hamiltonianem rozszerzonym. Nie sprecyzowali$my tu na raszie
znaczenia zmiennej wektorowej y i skalarnej . Jedli jednak
zastosujemy podstawienie

3P(x, t) P(x, t
P 0 = - B g . BE D )
to mozemy - zmieniajac znak obu stron réwnania (343) i zamienia-
jac przy tym operacj¢ poszukiwania minimum na poszukiwanie
maksimum - zapisaé réwnanie (343) w postaci

¥, ) max H{y( t) 5w t)=0 (347)
lub w postaci
~, A A
H{Y, %, =0, 48
max (¢, % u) (348)

Zauwazmy, ze w rdwnaniu (343) lub réwnaniach (347),‘ (348)
minimum wyrazenia w nawiasie kwadratowym lub maksimum ha-
miltonianu zapewnia taka warto$¢ sterowania u, ktdra jest stero-
waniem optymalnym &. Z réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellma-~
na wynika wigc wazna zasada, ktéra moze byé zreszta udowodnio-
na w niezalezny sposdb i ktdéra dalej sformuiujemy nieco doktad-
niej, zwana zasada maksimum: ’

sterowanie optymalne {i zapewnia w kazdej chwili czasu
t =z przedziatem (to, tk) maksimum hamiltonianu zadania
optymalizacji, przy czym maksimum hamiltonianu rozsze-

aP(x, t)
CE

rzonego jest réwne zeru,
Gdyby$my wigc znali funkcje g(g, t) = -
poszukiwanie maksimum hamiltonianu mogliby§my okreélié stero-
wanie optymalne G, iito od razu jako funkcjg¢ stanu i czasu, a

B 'to przez



wigc rozwigzal zadanie syntezy ukladu zamknigtego sterowania op-
tymalnego. Je$li znamy rozwigzanie tego zadania, to mozemy wy-
znaczyé trajektorie optymalng procesu %, a nastepnie sterowanie
optymalne { jako funkcje samego juz czasu t, a wigc rozwiazaé
zadanie optymalizacji, Jednakze funkcja _@(}_{, t) nie jest z géry
znana. Dlatego tez post¢powanie przy wyznaczaniu sterowania op-
tymalnego na podstawie réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana
jest nastepujace:

1) Rozwigzujemy zadanie poszukiwania maksimum hamiltonianu
H(@, X, u, t) wzglednie zmiennej u € £ przy _,Q, t trakto-
wanych jako parametry. Jesli potrafimy rozwigzaé to zadanie (be-
dace w gruncie rzeczy zadaniem optymalizacji statyczne]) na dro-
dze analitycznej, to uzyskujemy sterowanie optymalne jako taka
funkcje zmiennych lﬂ s X,

=

J, x, th (349)

15>

= ¢
ktéra po podstawieniu do hamiltonianu zapewnia jego maksimum.

2) U kang funkcj odstawiamy do rdéwnania Hamiltina- aco-
. ) zZys g fun Jf; pods v T : Lepr )I

biégo-Bellmana, wracajgc przy tym do oznaczeniag - 3% za-
miast !ﬂ Réwnanie to przyjmuje wtedy postad )

8P(x, t) 3P(x, t) 9P (x, t) \
ot t T ox —(—’i (- ax ¥ t) *

+ f0<>_<,g <-‘§f—%—’gﬂ » Xy t>, t> = 0,

Riwnanie powyzsze jest w ogdlnym przypadku nieliniowym réwe
naniem rézniczkowym czastkowym rzgdu pierwszego. Dla pelnege
okreélenia jego rozwigzania niezbgdne jest podanie warunkéw brze-
gowych dla funkcji P(x, t). Spoéréd wszystkich funkcji speiniaja-
cych rdwnanie (350) nalezy wybraé taks, ktéra speinia oczyw;sty
(por. wzory (335) 1 (339), podstawiajac t, tk) warunek

(350)

- 3
Plx, _tk> = f tk), [gk, tk} er (351)

L E

dla wszystkich {_}_;k, tk} nalezacych do rozmaitosci kodcowej [.

Jest to postaé gzblizona do klasycznej postaci réwnania Ha-
miltona-Jacobiego, wyprowadzonej zreszta inna droga przy znacz-
nie silniejszych zalozeniach, Postaé (343) i przedstawiona tu dro-
ga wyprowadzenia podane byly przez Bellana - zob, np. [2]



Nie b@dzie-my tu omawiali ogélnych metod rozwigzania réwna-
nia (350), postugujac si¢ w przykiadzie metodami szczegdtowy-
mi *). '

3) Jesli znajdziemy rozwiazanie P(x, t) réwnania (346) przy
warunku (351), to mozemy wyznaczyl sSerowanie optymalhe w uk-
ladzie zamknigtym, obliczajac —ﬂﬁl,—i podstawiajgc do zalez-
nosci (349)

g = CL(- E%%, % t> = £z, t). (352)

Funkcja' $(x, t) zwana jest funkcjs syntetyzujacy podstawowy
wariant ukiadu zamknig¢tego sterowania optymalnego,

4) Podstawiajac zalezno$é (352) do réwnan stanu (336), catku-
jemy te ostatnie’ przy danych warunkach poczatkowych Xgr too
Uzyskujemy w ten sposéb optymalng trajektorie procesu £, czyli
przebieg stanu jako funkcji czasu przy sterowaniu optymalnym,
Podstawiajac % do zaleznofci (352), uzyskujemy z kolei sterowa-
nie {i jako funkcje czasu, a wiec rozwigzanie zadania optymalie
zacji.

Zauwazmy, ze post¢powanie powyzsze rozwiazuje najpierw -
niejake mimochodem - zagadnienie syntezy ukladu zamknigtego, a
dopiero potem zagadnienie optymalizacji w ukladzie otwartym.

Z postgpowaniem tym wigze si¢ szereg trudnofci, Przypadki, w
ktérych zadanie optymalizacji moze by¢ ta droga w peini rozwig~
zane w postaci analitycznej, s3 raczej rzadkie. Ponadto przy roz-
wigzywaniu pojawia sie szereg watpliwodci co do istnienia i jed-
noznacznoSci rozwigzad problemu. W zwigzku z tym hamiltonian
H(Q), X, U, t), ktéry ma jednoznaczne absolutne maksimum wzgle-~
ger;x u e 2 dla kazdych {3, t} nalezgcych do pewnego obszaru
X, nazywamy normalnym w obszarze X, za$§ maksymalizujace go
sterowanie f = L{J(Q, X, t)  nazywamy ekstremalnym, Obowigzuje
przy tym twierdzenie: :
Jesli hamiltonian jest normalny w obszarze X 1 jesli
istnieje rozwiazanie P(x, t) réwnania (350) przy warunkach
(351) w tym obszarze, takie Zze sterowanie ekstremalne

P .
Przy odpowiednio silnych zatozeniach co do rézniczkowalno-

§ci funkcji fy» L, @ réwnanie to moze by¢ rozwigzane metoda cha-
rakterystyk Cauchy’ ego, Poniewaz metoda ta prowadzi do réwnaf,
wykorzystywanych w peinym sformuiowaniu zasady maksimum przy
stabszych zafozeniach, nie omawiamy jej tutaj.




A =EE(‘ IP(x, t)

a y X» t) jest dopuszczalne, docelowe i nie
wyprowadza' trajektorii procesu poza obszar 5(‘, to sterowa-
nie to jest lokalnie optymalne (w poréwnaniu ze wszystkimi
sterowaniami odpowiadajacymi trajektoriom w obszarze ).
Jako prosty przyklad zastosowania przedstawionej wyzej teorii
rozpatrzymy problem o skalarnym réwnaniu stanu

X = u; x(to) = x4, (353

bez ograniczef, o danym czasie koficowym te i dowolnym x(tk)
i o wskaZniku jakogci

2
1 2

Q= {[x(tk)] +fu dt}. (354)

2

1.2 . . .
Mamy. tu fo =5 u, f=u,  a wigc hamiltonian (344) ma po-
staé -
2 A :

H=-%u Yo, (355)

W obszarze 56, stanowigcym cata plaszczyzng¢ zmiennych x, t,
hamiltonian ten ma jedyne maksimum wzgledem u z obszaru £,
stanowigcego cala prosta zmiennej u. Hamiltonian ten jest wigc
normalny, a jedyne sterowanie ekstremalne ma postaé

6=9p, x t)=9

Mozemy teraz napisal réwnanie Hamiltona-Jacobiego-Bellma-
na w postaci (350) dla tego problemu

2
aP(gct, t) _;_[BP(xéXt)] -0 (356)

. 2
oraz warunek brzegowy (fk =|:% x(tk)] >

1 .2

Plx, t) = 5 % . (357)

Zauwazmy, ze réwnanie (356) moze by¢ spehnione m,in, przez
dowolna funkcje¢ pestaci

(x+b)2 . E‘)Pe(x, t) - x+b BPO(x, t) - (x+b)2
2(a - t) 0x a-t at Z(a-t)z

Po(x, t) =

gdzie a i b - stale dowolne,



Poniewaz jednak-funkcja P(x, t) nie zalezy od t ani t
dla t=t , zgodnie z warunkiem (357), wigc musi zachodzié a =
= ¢ + tg, gdzie ¢ - stata dowolna., Dla speinienia warunku (357)
dla dowolnych x potrzeba jeszcze, by b =0, c =1, Funkcja ja-
koéci optymalnej ma wiec postaé
2

Plx, t) = m (358)

ktéra to postal raczej odgadliSémy, niz wyprowadziliémy na drodze
analitycznej. Obliczamy dalej

N B dP(x, t) _ x
Bl t) = - dx T T+t -t (359)
k
oraz
A _ A - .o .
u—r(x,t)--,l_"tk__t (360)

Zalezno$€ ta okresla uklad zamkniety sterowania optymalnego,
Dla wyznaczenia sterowania optymalnego w uktadzie otwartym roz-
wigzujemy réwnanie

. _ X . dx _ “dt .
- —_— ] /= . -
'l+tk-t x ’I+tk-t

przy warunkach poczgtkowych x_, t uzyskujgec optymalnag trajek-

o’ ‘o’
torig
*o
x(t) = i rar— (1 + e - t) (361)
k °
oraz sterowanie optymalne
*o
i R (362)
k [

8.2.2., Wariant podstawowy zasady maksimum

W problemie optymalizacji dynamicznej
%= £x u t); 2 )= x . (363)

ue ’ (364)

g (500 0) = 0 e [xe) yer, (365)



E b
Q= k(}_c(tk), tk) + f fo(>_:, u, t)dt, - (366)

f
zatozymy, ze funkcje fo i f sa ciaglte wzgledem u, zad réz-

niczkowalne wzgledem .x i t, ze funkcje fk' i g sa rézniczn
T8k

kowalne wzglg&em‘ x(tk) t, oraz ze gradienty - 3 poszcze-
X

gblnych sksadowych gk1 funkeji g, sq wektorami "hmowo nie~

zaleznymi ¥ (méwimy wéwczas, ze rozmaitos§¢ kodcowa jest glad-

ka).

Wprowadzimy teraz pojecie zmiennych sprzezonych (ze ‘sta-
nem ukladu) Y. Sa to takie absolutnie ciggle funkcje czasu, kté-
re stanowia rozwigzania réwnaf sprzezonych, czyli Iin'iowych réw-
nafi rézniczkowych o postaci

oo lxow t) 9 (x u t)
= — - Y (367)

ax Ix! =

Bf + .
gdzie _xo oraz —— 53 odpowiednio gradientem funkcji f0

- (w forriie wektora kolumnowego) oraz macierza po-
chodnych czgstkowych skiadowych f; funkcji £
(uzyskanq prazfez ustawienie obok sxebie wektoréw ko-

lurmnowych a—g .

Zauwazmy, 2ze uzywajac pojecia hamiltonianu
H(y, = u t)= -1 (& w t)+ il 8 t) (368)
mozemy zapisal r6éwnania stanu w postaci

% = aH(y; X, U, t) . (369)

ay'

za§ réwnania sprzgzone - w postaci

Q = . aH(.‘L’: BErVBv t) . (370)

Podobnie, wprowadzajac dodftkowq zmienng sprzg¢Zong z cza-
sem y, o réwnaniu ¢ = - ____L_._’HH s ?-‘a’tg’ t) | definiujgc wektory
rozszerzone § ={g,q)t} ;%= {;_;, t} i hamiltonian rozszerzony

*
To znaczy, ze dla dowolnych, merownych Jednoczesrue ze-

ru wspdlczynnikéw. a, zachodzi E a; kl # 0.



H=H*+ Yy, oraz uwzgledniajac, ze t=1, mozemy napisaC

¢ _ 0F(§, % w), s 0A(, % w)
oy b ¥To Ty 6™

Dia rozwigzania réwnafi sprzg¢zonych okrefla sie zazwyczaj nie
warunki poczatkowe i)(to)’ lecz warunki koricowe g(t ), i tow
doé¢ ziozenej formie, zwanej warunkami transwersalnosci, Wpro-
wadza sig¢ przy tym pojecie dopuszczalnej wariacjl {Js_ck, d'tk}

kofica trajektorii procesu §(tk)’ t - Wektor {d)_ck, d'tk} stanowi
wariacje - dopuszczalna, jefli jest on styczny do rozmaitoci kodi-
cowej [~ - por. rys.67; spelnia on wéwczas warunek

S _gk(g(tk), tk) s g, (5(tk)’ )
a;_((tk) Bt at,

ét, = 0. (372)

Zbiér wszystkich wariacji dopuszczalnych tworzy rozmaito$¢
liniowsa rs s, styczng w punkcie {:_;(tk), tk} do rozmaitodei | .

Méwimy, ze wektor Pt ) =1 w (), .t ) speinia warunki
LAUN Y Yy K
‘fk %(t
transwersalnofci, jesli wektor Q(tk) + —Wt_-)_ jest normalny
do zbioru wariancji dopus=zczalnych I"s - po—r. rys. 67; speinia on
wéwczas warunek

afk(g(tk), tk) 'afk(:_c(tk), tk)

I:Y (tk) + T}Si)—— 6§<tk) + lpt(tk)+ atk th=0 (373)

LENECW)) '

Zbiér wszystkich wektordéw ;lﬁ(tk) + TIEE) spedniajacych

warunek (373) tworzy rozmaito$¢ liniowa ¥, ortogonalna (prosto-

padia) do rozmaitodci FS - por, rys.67a, 67b, Zauwazmy, ze wa-

‘runki transwersalnoSci wraz z warunkami kofcowymi daja tacznie
(o +1) warunkéw, dotyczacych koficowego punktu trajektorii

:_’E(tk) = {)_c(tk), tk} oraz koficowego wektora sprzezonego Q(tk) =

= { li)(tk), Lpt(tk>} . Niech bowiem bedzie dane p warunkéw koxi-
cowych czyli p skladowych funkcji g, ; rozmaito§¢ koficowa -
jest wéwczas (n + 1 ~ p)-wymiarowa (na przyktad na rys.67b ma-
my n+1=3, p=1, zas§ [ jest dwuwymiarowsa powierzchniq),

Taki sam wymiar ma rozmaito§¢ styczna FS, za$§ rozmaitosé or-
togonalna y jest wéwczas p-wymiarowa (na rys.67b Y jest jed-
nowymiarowa prosta; na rys,67a mamy n+1=3, p=2, [ jest
linig a s Prosty, zad Y - dwuwymiarows plaszczyzna). Na



Y.

X”

| %

Rys, 67



(@ + 1)-wymiarowy wektor, ktéry musi nalezeé do rozmaitosci
p-wymiarowej, natozone jest (n + 1 - p)-warunkéw. Tak wiec wa-
runki transwersalno$ci (372) i (373) okreslaja tacznie (n+ 1- p)

: af, (&(, ) .
warunkéw co do wektora g(t )+ kX czyli uzupeiniajg li-

k agirki ’

czbg warunkéw koficowych do n + 1. Zauwazmy dalej, ze je§li ktd-
rakolwiek wspéirzedna stanu kodcowego xi(t ) jest dana z géry,
to dopuszczalna wariacja tej wspéirzednej x,, =0 i odpowied-
nia skladowa wektora sprzegzonego xgi(tk) moze by¢ dowolna. Jesli
natomiast wspdlrzedna xi(tk) nie wystgpuje w warunkach kofico-
wych (jest swobodna ), to  6x. moze mieé dowolny znak i war-
to§¢; stad wynika, ze odpowiednia sktadowa wektora transwersal-
nego musi by€ réwna zeru b :

3tk %(t, )

wi(tk) + ——(—y—a}_{i s =0,

Jesli na przykiad mamy dane wszystkie wspélrzedne wektora
§<tk)’ a tylko czas" b jest swobodny, to nie mozemy nic powie-
dzie€ o wektorze y_(tk), a ‘tylko q)t(tk) = 0; jest to czgsty prazy-
padek| zadafi optymalizacji. Inny cz¢sto spotykany przypadek polega
na tym, 2%e dany jest czas kodcowy ty zad wektor #(tk).— sSWO-
bodny. Nie mozemy wdéwczas nic powiedzie o wartoéci wt(tk);
natomiast wektor Q(tk) wynika wéwczas z réwnania

af g(t)
)= a_§<(§>k—)‘ o)

Pojecie zmiennych sprzezonych i warunkéw transwersalnodci
umozliwiaja peine sformulowanie zasady maksimum Pontriagina -
_por. [’15] - dla problemu optymalizacji, okre$lonego réwnaniami
(362), (363), (364), (365):

Jedli & jest dopuszczalnym i docelowym sterowaniem
optymalnym, to istnieje taka funkcja czasu {lp, wt} speinia-
jaca réwnania sprzezone i warunki transwersalnofci, ze w
kazdej *) chwili, t 2z przedziatu (to, tk> sterowanie ﬁ(t)
zapewnia maksimum hamiltonianu wzgledem wszystkic
e :

*j Z

Jesli zalozymy, ze sterowania u sa mierzalnymi ograni-
czonymi funkcjami czasu, to maksimum hamiltonianu jest zapew-
nione tylko dla_ ﬁrawie kazdej chwili t, czyli z wyjatkiem skoficzo-
nej lub przeliczalnej liczby punktéw,



H(), &, 8, t) = max H(J, &, u, t)= My, %, t), (375)

przy czym maksimum hamiltonianu rozszerzonego jest réw-
ne zeru

M, 2)=ME, & )+ 9, = mag A, & w=0.  (376)

w przypadkach'szczégélnych, gdy zadanie opt&malizacji nie
zalezy w sposéb jawny od czasu, mamy l;)t = "aa_t =0, a wiec
Y, i maksimum hamiltonianu, M s3 stale w czasie; jeSli dodatko-
wo czas t, jest swobodny, to Yy, =0 i M=0, .

Dowdéd zasady maksimum przeprowadza sie ~[’15] w sposéb nie-
zalezny od réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana. Pozornie,
sformulowane zasady maksimum wynikajace z réwnania Hamiltona-
Jacobiego-Bellmana niewiele si¢ rézni od sformutowania podanego
wyzej; s3 jednak mie¢dzy nimi istotne rdznice.

Po pierwsze, w dowodzie pé!nego sformutowania zasady mak-
_simum nie potrzeba zakladaé rézniczkowalnofei funkcji Plx, t);
zasada maksimum obowigzuje takze wtedy, gdy funkcja P(x, t)
nie jest rézniczkowalna.’ o

Po drugie, zasada maksimum jest tylko warunkiem koniecz-
nym optymalnoéci sterowaniaj- natomiast réwnanie Hamiltona-Jaco-
biego-Bellmana stanowi warunek konieczny, ale takze przy dodatko-

" wych zalozeniach o normalno$ci hamiltonianu - warunek lokalnie
dostateczny,

Po trzecie, zmienne sprzezone w zasadzie maksimum sa funke
cjami czasu, a w réwnaniu Hamiltona-Jacobiego-Bellmana - funk-
cjami stanu i czasu., Metoda rozwiazywania zagadnied optymaliza-
cji oparta na tym réwnaniu prowadzi do wyznaczenia sterowania
optymalnego w ukladzie zamknietym, a dopiero potem - w ukiadzie
otwartym, zaé zasada maksimum umozliwia wyznaczanie sterowa-
nia optymalnego od razu w ukladzie otwartym, przy czym przejé-
cie do syntezy ukiadu zamknigtego nie zawsze jest proste,

Zwigzki pomigdzy zasada maksimum a réwnaniem Hamiltona-
Jacobiego-Bellmana pozwalaja na dobra interpretacje 'zmiennych’\
sprzgzonych: wyznaczona w zasadzie maksimum funkcja czasu P
jest w kazdej chwili réwna gradientowi funkcji optymalnej jakoéci
P(%¥) wzgledem aktualnego stanu procesu %, ze zmienionym zna=-
kiem (jeéli tem gradient istnieje) ’

_ 3P(x()

55 (377)

i}' =

Mozna tez wykazaé, ze warunki transwersalnoéci dla @(tk) s3
réwnowazne warunkom brzegowym (347) w zapisie rézniczkowym

oraz ze ogdlna metoda charakterystyk Cauchy’ego dla rozwigzywa~



nia réwnania Hamiltona-Jacobiego-Bellmana prowadzi do uktadu
réwnad rézniczkowych zwyczajnych (367) lub (370), czyli do réw-
naf sprzezonych, . .

Zasada maksimum umoszsliwia rozwiazanie na drodze analitycz-
nej znacznie szerszej klasy zagadnied optymalizacji, niz réwnanie
Hamiltona-Jacobiego-Bellmana. Metodyka wykorzystania zasady
maksimum jest nastepujaca: .

1. Formulujemy hamiltonian zadania ‘optymalizacji i poszukuje
my jego maksimum, Zaktadamy, ze potrafimy rozwigzaé na dro-
dze analitycznej zadanie poszukiwania maksimum hamiltonianu
wzgledem 1 e i wi{znaczyé sterowanie ekstremalne i =
- 2(}_{,9’ o

2. Podstawiamy wyznaczone sterowanie ekstremalne do réw-
naf stanu i réwnaf sprzezonych, uzyskujgc ukiad réwnasn ¥

T ACE "{’agy,(w’ n 8 . £z ¢y, x 1) 1), (378)

oo %H(e, x 0l x, t), ) 8L ,Ge g, t) A (x. ¢, t)

Y A dx = 3% - 3x' 27(379)
' 3t (x,9,1t) v

5 - 9H(w, %, 0@, x,1), t) _ Zo®? of (x, ¢, t)

¥y =- 3t - ot - at v (80)

nazywany ukladem kanonicznymj zauwazmy, ze réwnania (379), w
odréznieniu od réwnad sprzezonych (367), nie musza byé liniowe
wzgledem zmiennej y). Zaktadamy, ze potrafimy rozwigzaé réwna-
nie kanoniczne na drodze analitycznej; musimy przy tym zalozyé
z géry (n+ 1) warunkéw poczatkowych dla wektora {;J(to) =

= [i’(to>’ Wt(tc))}, zad warunki :_c(to) s3 dane. Kazde (przy dowol-
nych warunkach poczatkowych g(to) = Xo, g(to) = §.) rozwigza-
nie réwnad (378) - (380) bedziemy nazywal ekstremala problemu;
w istocie, rozwigzanie to moze odpowiadaé trajektorii optymalnej
problemu optymalizacji, ktéry rézni sig¢ od problemu aktualnie
rozwigzywanego tylko warunkami koficowymi i ewentualnie poczat-
kowymi, Zakiadamy, ze znamy postal analityczng ekstremal

xlggr o ) 1 Glxgs Fg t)-

3. Podstawiajac do warunkéw koficowych i warunkéw transwer-
salnosci ekstremale 1(()_50, ¥, tk) i g(ﬁo’ Por tk) uzyskujemy
{0+ 1) réwnaf o (n+ 1) niewiadomych ¥o = { Yo Yio} oraz dodat-

*) : . ;

Znak pochodnej czastkowej w tych rBwnaniach dotyczy .tylko
bezposredniej zaleznoSci funkcji od Y, x lub t, a nie zaleznodci
poéredniej przez funkcje Q.




kgwej niewiadomej t;; dodatkowym réwnaniem jest réwnanie

M = 0. Rozwiazania tych réwnad l,Jo sg wiadciwymi warunkami
pocz§tk0wym1 dla zmlennych sprzezonych, zad ekstremale

x(xo, QO, t) L;)(ggo, Yo t) s3 docelowymi ekstremalami transwer-
salnymi,

4, Podstawiajac do zaleznodci & = lf_(lp, X, t) docelowe eks-
tremale transwersalne uzyskujemy sterowania (jedno 1lub kilka)
spelniajac wszystkie warunki zasady maksimum. Jesli wiemy skad-
inad, ze problem optymalizacji ma rozwigzanie (np. na podstawie
przesianek flzycznych), i jesli uzyskamy tylko jedno sterowanie
spelniajace wszystkie warunki, to jest ono oczywidcie sterowaniem
optymalnym, JeSli uzyskamy kilka takich sterowafi, to nalezy je
poréwnaé, obliczajac dla kazdego z nich wskaZnik jako$ci. Wynika
to stad, ze zasada maksimum stanowi tylko warunek konieczny op-
tymalnoéci, a wigc pozwala tylko wyznaczyé sterowania ''podejrze-
wane' o optymalno§¢, -

W niektdrych przypadkach wystarcza przeprowadzenie punktéw
1 i 2 powyzszej metodyki, bowiem informacje, uzyskane na podsta-
wie tych punktéw, wystarczaja niekiedy do syntezy zamknigtego
ukladu sterowania.

Jako przyklad zastosowania zasady makslmum rozpatrzmy pro-
sty problem sterowania procesu o rdéwnaniu

®

x=u-x; x0)=0 (& =0) (381)

bez ograniczefi sterowania, z warunkami koficowymi w postaci
gk=-x(tk)-tk-a='o; aze” -2 - (382)
i ze wskainikie:m jakoSci .
k
dt. (383)

NIA
o

0

Zgodnie z warunkiem (382), pozqdany stan koficowy x(t )=
= t, +a roénie z czasem; nalezy wigc "dogonié'' go mozhwxe
szybko (rys.68), ale nie zuzywajac przy tym nadmiernej "energii',
na sterowanie, gdyz wskaZnik jakofci zalezy od u”.
Hamiltonian problemu ma postaé
2

ﬁ:-%u + lﬂ(u-x)+lgt, (384)

a poniewaz

B . wy; =1, (385)



przeto jedynym sterowaniem ekstremalnym jest
G =y,
za$ maksimum hamiltonianu ma postaé

~

M=%u)2+ux+y)t.

X
r (%K I {Xk,tk}
|
I
|
/ I
1) I
|
! ot
{xo,to} t
u
}
|
I
I
|
|
1 t
ty & h
Rys, 68

Ukiad kanoniczny ma postal
=y
Y=y,
‘bt =0,
za$ ekstremale wyrazaja si¢ wzorami
-t
* = xe + Y, sht; x =0,
t
Y= Yoe

v,o= wto"

(386)

(387)

(388)

(389)



%g, og

Poniewaz 3 =1 Yl -1, przeto réwnanie rozmaitosei

i k

stycznej Fs (372) ma postaé
6%, - 6 =0, (390)

(rozmaitosd rs pokrywa sie tu z rozmaitoscia [7, gdyz ta ostat-
nia jest liniowa). Warunki transwersalnodci (373) maja natomiast
postat

g3 ) + 6t bl )=0. (91
Podstawiajac 6'xk = 6t uzyskujemy
&x, [0 ) + v ()] =0, (392)

a wobec faktu, ze Jxk moze byé niezerowe, za$ "”)t jest stale
i y narasta wyktadniczo

e + 9ty =0 (393)
7 warunku, ze maksimum rozszerzonego hamiltonianu Y
jest réwne zeru, uzyskany dla t=0 i x(O) =0 (por. 387)

1a2 o
E'Qo + gt =0, (394)
zad warunek kodcowy (382) po podstawieniu warto$ci ekstremal
przybiera postaé .

A 2

g shy +2-e" -ty =0 (395)

Réwnania (393), (394), (395) zawieraja trzy niewiadome QJO,'

'*/f"to’ e (przy czym warto$& lgto nie jest istotna dla wyznacza-
nia sterowania optymalnego). Pordéwnujac stronami (393) 1 (394),
uzyskujemy !;JO =0 (rozwiazanie to mozna odrzucié, gdyz wéw-
czas (395) nie jest nigdy speinione dla dodatnich .ty lub Q)o =
.= 26 ); podstawiajac to wyrazenie do (395) otrzymujemy rdéwna-
nie przestgpne

e ~e <t +1=0, (396)

majace dla dodatnich ¢ tylko jedno rozwigzanie ft = . Stad je-

dyne ekstremale docelowe i transwersalne maja postaé

x = 2esht ; O = Zeet, (397)



zadé odpowiadajace im sterowanie ekstremalne

§ = 2e-ef, (398)

jest sterowaniem optymalnym, zapewniajgcym minimum wskaZnika
jakoSci

Q = ez(e2 -1 (399)

Jako drugi przykiad rozpatrzymy problem sterowania procesu
o réwnaniach

X, =x

QT % F

5 =W x,l(to)= %408 xz(to) = x,0 (400)
przy ograniczonym sterowaniu .
fu@@) | <1, (401)

przy warunkach kofcowych

)=0; t - swobodne (402)

X’](tk> = 0; x K

oraz wskazZniku jako$ci, bedacym czasem trwania sterowania
&
Q =t -to=f’ldt.
)

Jest to problem analogiczny do sformuiowanego prazykiadowo
w punkcie 8.1 rys.61,
Wprowadzamy hamiltonian

H= -1+ yx, + Y, uty, (403)
i poszukujac jego maksimum, okreflamy sterowanie ékstremalne
+1, jedli 1,»2>'0
G = sign y, = | nicokreSlone, jesli y, =0 (404)"
-1, jesli v, <0

Z réwnail sprzezonych

u’l__ﬁx,l-‘o’
afi (405)
Y2 5 3%, T TV



x,’)t= -— =0 (405)

oraz z warunku transwersalnosci ut(t ) = 0 wynikajg przebiegi
zmiennych -sprzegzonych

Vo= Wi Wy S, - vt w =0 (406)

Niemozliwe jest przy tym, aby jednoczegnie 40 = 0, 1&20— 0,
gdyz w takim przypadku dla t =-tg warto§é makslmum hamilto-
nianu wyniostaby M= -1, co Jest sprzeczne z zasadg maksimum,
Zmienna Y, jest wigc liniowsg funkc_]q czasu, nie réwna tozsamo=-
§ciowo zeru, a zatem mogacg zmienié znak tylko raz. Stad tez
sterowanie ekstremalne u jako funkcja czasu jest badZ to stale
i réwne +1 lub -1, badZ tez zmienia znak (ulega prze{qczeniu)

w pewnej chwili tp - PoT. rys. 69.

%

! ¢
e tp ty
| -1 —
1 |
| | !
X ! I !
| | |
i /\I
' | | t
c7 R
H [ {
1 ! '
Xy X ! 1 ¢
L ] Kt
:ta 123 ty
Xggp—==4

. Rys. 69



Rozpatrzmy sterowanie ekstremalne

+1, t <t<t
o P

tt) = (407)

-1, ty <t <ty

Catkujgc rdéwnania (400), wyznaczymy odpowiadajaca temu
sterowaniu trajektorie ekstremalna

1
%4 +x20(t-t°>+2—.(t-to)2 t< <t
x,l(t)= (408)
1 2 1 2
x40+ xzo(t - to) + —Z—(tp- to) fs (tp- to)(tf tp) -Z—(t-tp> tp<t<tk

X +t-t t <t<t
o [

v

P
xz(t) =

x o+t -t -(t-t.) t gt<t
P o ( P P<

20 k

Trajektoria ta powinna by¢ docelowa, to znaczy speiniaé wa-
runki kodAcowe x’l(tk) = 0, xz(tk) = 0; warunki te dajg nam dwa
réwnania:

x +(tp-to)-(t

20
(409)

10 F %20 [(tp- to)+(tk- tP)] + %(tp- to)2+ (tp- to)(tk-to)- %(tk— to)z= 0.

X

Wyznaczajac z pierwszego (tk -t ) i podstawiajgc do drugie-~
go, uzyskujemy réwnanie kwadratowe

12 =, (a10)

2 .
(tp - to) ¥ 2x20(tp - to) +x0 ty

w ktérym odrzucamy pierwiastek ujemny, uzyskujgc ostatecznie

Az
p " o 20 Z %20

T a0

(411)



Poniewaz oba te rozwiazania muszg by¢ nieujemne i rzeczywi-
ste, przeto sterowanie ekstremalne o postaci (407) jest docelowe
tylko wtedy, gdy

1 2 ‘ 1 2
*10< 2 %20 10
lub (412)

X0 < 0 *02 0

W przeciwnym przypadku docelowe sterowanie ekstremalne
musi mieé warto§é -1 dla ty < t<t,, za$§ +1 dla t <t<ty.

Poniewaz docelowe -sterowanie ekstremalne jest jedyne, jest
ono jednoczeSnie sterowaniem optymalnym,

Jak widzimy, w postepowaniu powyzszym nie rozwigzywaliSmy
jednoczes$nie ukiadu réwnari kanonicznych, Poniewaz réwnania
sprzgzone s3 niezalezne od czasu i stanu, mogliSmy przeprowa-
dzi¢ tylko ich jakosSciowa analizg, ktéra wystarczyla do wyznacze-
nia charakteru sterowania optymalnego w ukiadzie otwartym. Wryni-
ki tej analizy wystarczaja takze dla przeprowadzenia syntezy ukla-
du zamknig¢tego,

Wiemy, e poczawszy od momentu przelaczenia tp sterowa-
nie optymalne jest stale i réwne 1., Jeéli Xqp i Xz2p 5% sta-
nem w chwili przelaczenia, to dalszy przebieg trajektorii wyrazi
sie wzorami

x1(t)=x1 + %, (t -t )f%(t-t )2,
P P P p (213)

= + -
xz(t) x, T tp) <t -

2p
Rugujac z tych wzordéw (t- t_), otrzymamy réwnanie trajekto-
rii na plaszczyZnie X4, Xp P

_ o1 2
x, - x,‘p I xzp(x2 - pr) Y2 (x2 - xzp) =0, (414)

Wybierzemy tu takie trajektorie, ktdére trafiaja w punkt kofico-
wYy x,](tk)= 0, xz(tk>: 0, przy czym oczywiscie u=+1 dla
x, <0 1 przeciwnie, u=-1 dla x,.> 0. Uzyskujemy wéwczas
réwnanie trajektorii docelowych w postaci

1.2
= = i = 0.
".(X’lp"XZP) X’}p + 2 XZp sign pr (415)
Trajektorie te nazywamy linia przelgczesd, Dzielag one - por.
rys.70 - plaszczyzng¢ =x,, %, na dwa obszary.

Jeéli punkt poczgtkowy X400 %20 znajduje si¢ ponad liniag
przelaczed, to stosujac sterowanie u = +1 dojdziemy zawsze do



dolnej gal¢zi tej linii, gdzie nalezy zastosowal u = -4 odwrotnie,
jesli punkt poczatkowy znajduje si¢ pod linig przefaczed. Dochodzi-

%)
& (%, %) >0
*/
Rl
=+
RS
d=-f
<.,
. 'a
Mxe, %)< 0
24
&, .
Rys, 70

my wiec do wniosku, ze sterowanie optymalne w ukladzie zamknig-
tym ma postaé

A

- & = -gi =
a = r,](x,’, XZ) = sign x2, 1)‘<X,I, X2> (4] (416)
-1, z?‘(x,l, xz) > 0.

Uwzgledniajgc fakt, ze trajektoria po przelgczeniu sterowania
natychmiast zmienia kierunek - por. rys.70 - mozna upro$cié
funkcje syntezujgca ukiad zamkniety

G = r2<x’l’ xz) = - sign \7’(x,ly X2>. (417)

Sterowanie to mozna. zrealizowal w uktadzie o strukturze

przedstawionej na rys, 71,



Dokonamy jeszcze analizy funkcji optymalnej jakoS$ci P(x,],x )
dla powyzszego zadania, Funkcja ta nie zalezy od t, gdyz Y = 5

H w X, 1 X,
3
1, s

%Xi sLgnx,

0+~ X1 /B

-

Rys. 71

Korzystajac ze wzoréw (411), (413) oraz z analogicznych wzoréw,
wyprowadzonych dla prizypadku gdy u= -1 dla to < t < tp, uzys-
kamy .

2
a0 F Voxge t %000 Blxggr xp0) > 0
P(X,lozxzo)= IXZOI' l?(xw, xzo) =0 (418) |
-x + Zx2 - 4x 17‘(x %, )>0
20 20 10’ 107 720

Na podstawie tej zaleznoéci mozemy wyznaczyé réwnania tzw,
izochron rninimalnych, czyli miejsca geometrycznego takich warto-
Sci poczatkowych X400 X200 dla ktérych minimalny czas sterowa-
nia warto§¢ funkcji P(X’IO’ xZO) jest staly i réwny P:

1.2 i 2
Tz %0 TP Phggr xp9) >0
) 1 :
0 "7 %0 Moeggr %p) = 0 (419)
1 2 1 2
tg%0 m 7 P ool Pl x0) <0
Przebiegi izochron minimalnych przedstawia rys.72., Jak wia-
IP(x N
domo, gradient — = - y_)()_() jest wektorem normalnym do li-

nii stalych wartodci ~funkcji Plx), Zauwazmy, #ze gradient ten
nie istnieje (nie jest okreflony) w punktach na linii przelaczer



z]'(x,l, xZ) = 0, gdzie izochrony maja punkty ostrzowe., W punk-
tach tych funkcja P(x) nie jest rézniczkowalna, Dlatego tez Scis-
fe rozwiazanie powyzszego zadania moglo by¢ uzyskane tylko na
podstawie zasady maksimum, za$ nie na podstawie réwnania Ha=-
miltona-Jacobiego-Bellmana,

=

PAxy,x5)=const

Rys, 72

8.2.3. Funkcjonal Lagrange’a i wariacje funkcjonatu jakosci

Dla zadania optymalizacji bez ograniczed sterowania lub stanu

x= £ ouw th o x() = x5, (420)

g &) 1) =0, (421)
1

Q=1 (x@t ), ¢ )+ | {0 u t)at, (422)
SECRN f

funkcjonatem lLagrange’a nazywamy funkcjonaf
1,

Q = fk<)_c(tk>, tk) +fk{fo(§,g,t)+/1(c>[§_c~ f&c,g,t')}}dt (423)

(]
lub tez funkcjonatl



Q=+ 4 ft,) - x, |+ 2 g (560 1) (424)

gdzie: A(t) - wektor funkcji-mnoznikéw Lagrange’a zwigzanych z
réwnaniami stanu,
Ao’ Ak - dodatkowe imnozniki Lagrange’a zwigzane z warun-
kami poczatkowymi i kodcowymi.
Podobne funkcjonaty Lagrange’a mozna sformulowaé dla zadaid
z ograniczeniami sterowania czy nawet stanu, wprowadzajac dodat-
kowe mnozniki Lagrange’a zwiazane z tymi ograniczeniami.
Zauwazmy, ze wartoSci funkcjonatu Lagrange”a réznia si¢ od
wartoSci pierwotnego funkcjonalu jakodci tylko wtedy, gdy rdéwhania
stanu, warunki poczgtkowe i koricowe (i ewentualnie inne ogranicze-
nia czy warunki) nie 53 speinione. Z funkcjonalami Lagrange’a
zwigzane jest wazne twierdzenie o punkcie siodtowym ¥, ktére po-
damy tu w zZnacznym uproszczeniu.
Jesli pewien funkcjonat (422) ma minimum w punkcie
%, 4 wzgledem zmiennych x, u przy warunkach (420),
(421), to istnieje taki funkcjonal Lagrange’a, ktéry ma w
tym samym punkcie minimum bezwarunkowe wzgledem
zmiennych x, u, za$ maksimum wzgledem zmiennych A .
Zajmiemy si¢ dokladniej funkcjonatem Lagrange’a o postaci
(423).. Mozna wykazaé, ze funkecje - mnozniki Lagrange'a Af{t)
sg identyczne ze zmiennymi sprzezonymi y(t)

Al = (). (425)

Przyjmujac powyzsza zalezno$Sé bez dowodu, pokazemy jak na
podstawie funkcjonatu Lagrange’a mozna obliczyé przyrosty lub
wariacje funkcjonalu jako§ci. Dla uproszczenia postaci warunkéw
kodcowych zalozymy, ze czas t, Jjest dany, zas$ stan §(tk> -
swobodny. Je$li réwnania stanu sg spelnione, to funkcjonal jakosci

ty
Q=) + [ 6w ey (426)
ty
moze by zapisany w postaci funkcjonatu Lagrange’a
t, .
o=ap =i (xe ) [{oew ryfs- st u e @)
%

*)
) Punkt siodlowy pewnej funkcji lub funkcjonalu jest to punkt,
w ktérym ta funkcja lub funkcjonal ma minimum wzgledem jednej

zmiennej, za$ maksimum wzgledem innej.



Wykorzystujac  pojgcie hamiltonianu i calkujac przez czeéci,
zapisujemy funkcjonal Lagrange’a w postaci

¢,
Q= fk(’i(tk)) +f[ Yex - Hp x w t)} dt =
i .
fk<§(tk)) + {yg]zz _tf"{ P'x o+ H, % ow, t)}dt. (428}

0

Zalézmy, 2ze wszystkie funkcje wystgpujgce w zadaniu sy réz-
niczkowalne wzgledem x i u,

Zalbézmy, ze dane jest wybrane sterowanie w4, niekoniecznie
optymalne, Wybierzmy dowolna przedziatami ciagla funkcj¢ czasu
du, ktdrg nazwiemy wariacjg sterowania i utwérzmy nowe stero-
wanie uy = u, +¢&d'u, gdzie € - liczba dowolnie mafa. Trajekto-
ria stanu x4, odpowiadajgca sterowaniu g zmieni sig¢ wéwczas
na trajektorie x =Xy +edx + ofe), przy czym wariacje stanu d&x
mozna wyznaczyé przez rézniczkowanie réwnania stanu

8y up t) CHOPRRARY)

iz Sx + 5 du; ox(t ) = 0. (429)

§% =

Funkcjonat jakoSci zmieni sig¢ od wartosci Q,, odpowiadajg-
cej u, i x4 do warto§ci

Q, =Q, + £6Q + ole), {430)

przy czym wariacje funkcjonalu JQ dogodniej jest wyznaczy¢
przez rézniczkowanie funkcjonatu Lagrange’a (428)

of, (x (e, ) 9H{y, x,u,,t)
kA1 ) ¥ 2 2q .,
5Q = 3§_(tk +_'e(tk) 6)_{(tk> - —————-*az + lp1 §x dt -
4 0
OH{y, x, u, t)
| —g— fudn (431)
to

Zauwazmy, ze jeSli spelnione s3 warunki transwersalnodci w
postaci (374), to znika pierwszy skladnik tej wariacji. Je$li spei-
nione sa rdéwnania sprzgzone, to znika pierwszy skladnik pod cal-
ka i uzyskujemy t

0Hly, x, uy, t)
6Q = - | ———7— Sudt (432)

ty



Wektorowsg funkcjg czasu E(t) , ktéra mnozona skalarnie
przez wariacj¢ du i catkowana w granicach tg, t daje waria-
cje funkcjonatu, nazywamy gradientem funkcjonatu, Widzimy, ze
gradient funkcjonalu jakoSci jest réwny gradientowi hamiltonianu
ze zmienionym znakiem

9HQ, x, w-t)

[ ik | SLEN.L I A 4

5 3o (433)
Jesli sterowanie jest optymalne, to nie moze by¢ poprawione

(wariacja §Q nie moze byé ujemna) przez wariacjg¢ sterowania o

dowolnym przebiegu i znaku., Wynika stad, ze gradient funkcjopaiu

obliczony wzdiluz trajektorii optymalnej musi by¢ réwny zeru

A A n
foy - @B LY, (434)

Jest to warunek konieczny optymalnofci (réwnowazny zreszta
wnioskom z zasady maksimum przy zalozeniu rézniczkowalnofci
hamiltonianu). Stad tez nie kazde sterowanie i trajektoria, ktére
spelniaja ten warunek, musza by¢ optymalne, Sterowania i trajek-
torie, spelniajace ten warunek, nazwiemy stacjonarnymi. Z poje-
ciem tym wiaze sie wazne twierdzenie, zwane podstawowym lema-
tem rachunku wariacyjnego,

Jeéli dla pewnego problemu optymalizacji bez ograni-
czed, o rézniczkowalnym funkcjonale jako$ci dana jest pew-
na niestacjonarna trajektoria procesu, to mozZzna zawsze
skonstruowaé trajektorie od niej lepszg, to jest zapewniaja-
ca zmniejszenie wskaZnika procesu.

’Twlerdzeme to wynika w sposéb oczyw1sty ze wzoru (432).
Jesli bowiem —3-— # 0, to wystarczy przyjaé du = Fur zeby wy-
razenie pod calka bylo zawsze dodatnie, zaé wariacja funkcjonaiu
jakosci - ujemna, Twierdzenie to ma dosé szerokie zastosowanie
w metodach obliczeniowych optymalizacji dynamicznej,

Wariacja funkcjonalu okresla pierwsze, liniowe.przyblizenie
przyrostu funkcjonaltu, Chcac. oszacowal doktadniej przyrost funk-
cjonatu, zakladamy, ze jest on dwukrotnie rézniczkowalny i przed-
stawiamy go w postaci

Q,-Q,= £6Q +—;-e.2 52 Q + o(sz), (435)

*
Oczywiscie w przypadku, gdy gradient ten istnieje (funkcjo-

nai, a wi¢c hamiltonian jest rézniczkowalny wzgledem u)i gdy
brak jest ograniczed sterowania (bo tylko wéwczas dopuszczalne
wariacje 6u sa dowolnego ‘znaku).



gdzie JZQ jest druga wariacja funkcjonatu; mozna wykazaé, ze
wyraza si¢ ona wzorem

2
df (x(t ))
z . I (B '
§°Q = l:&&(tk) T’ai— + Jy(tk) Jl‘.(tk)-
¢,
2 2 2
9 H(..) 97 HG..) a“H(...)
- [5§ 3% 9x + 6y Ty Ox + 6y LT "
N ¢ (346)
R
: 2 2
t =07 : o ou
2
0" H(..)
'“YEW]‘Y‘%‘”'

gdzie dla skrécenia oznaczefl symbolem (...) oznaczono zalezno$é
od’ x (tk) w przypadku funkcji fk’ zaé . od Y, X4 Yo t

w przypadku Hamiltonianu,

92f) 32y 3%
Ixox °T®* Fxax’ dyox
macierze drugich .pochodnych czgstkowych odpowiednich funkcji
wzgledem zaznaczonych'w mianowniku zmiennych, Wariacja du
jest tu, jak poprzednio, dowolng funkecjg czasu, wariacja &x wy-
nika z réwnad (429), ktére mozna tez zapisaé w postaci

Symbolami itp, ©oznaczono tu

_a%m(..) s H(...)

J dy'dx =¥ dy'du

1%e

6w dxlt) = 0, (437)

‘za$ wariacja dy odpowiada réznicy pomiedzy dwoma przebiegami
zmiennych sprzezonych; jes§li dobierzemy ja tak, by speiniata
réwnahia

2 2 2
. 37H(..) a"H(..) 3"H(..)
05 - Tex X Tayey ¥ Towow 0w W)
przy warunkach kodcowych -
2
g (..
52 (tk) = - —m—ax(t ) (439)

to dwie pierwsze skladowe drugiej wariacji funkcjonatu (436) 58
réwne zeru, Poniewaz jednoczednie mozna dobraé sam przebiegy
tak, by dwie pierwsze skladowe pierwszej wariacji funkcjonalu



(43’1) byly réwne zeru, przeto przyrost funkcjonalu (435) mozna
przedstawié w postaci

t,
Q,-a,- -efaH<--->5gat _

2 du
t 1 (440)
2 2 2
1.2 n: (VDI () L 37H(..) 2
-5 & f[c?;g 3% ou + 6y Tvoa + 6y 3 ou Jﬁp_dt+ ole?).

t
Powyzsze wyrazenie na przyrost funkcjonatu takze znajduje za=-
stosowanie w metodach obliczeniowych optymalizacji.

8.3, Warianty specjalne problemu

8.3.1. Uwagi ogdlne

Rozpatrywalismy dotychczas wariant podstawowy problemu op-
tymalizacji - gdy rdéwnania stanu s3 réwnaniami rézniczkowymi
zwyczajnymi, w ktérych nie wystepowaly opéZnienia, ograniczenia
dotycza co najwyzej sterowania, a wskaznik “jakoéci jest suma
funkcji stanu koficowego oraz caiki z pewnej funkcji stanu i stero-
‘wania, ’

Nie bedziemy rozpatrywaé wszystkich mozliwych wariantéw
specjalnyc'h. Rozmaite postaci wskaZnika jakosci przedyskutowano
np. w [’16]; ograniczenia stanu i ograniczenia o postaci catkowej
w [18] i [16]; op&Znienia stanu W [153, zad opéZnienia sterowa-
nia w |17].

Szczegblnie wazny wariant specjalny, ktéry tu rozpatrzymy,
dotyczy przypadku dyskretnego w czasie, gdy réwnania stanu sg
réwnaniami réznicowymi zwyczajnymi.

8.3.2, Wariant dyskretny problemu

W wariancie dyskretnym problemu optymalizacji réwnania sta-
nu maja postal

x[k+1] = ;(§_[k], u[k], &) - (a41)

gdzie k jest czasem dyskretnym, czyli liczba catkowityg, ozna-
czajaca numer kolejnej chwili czasu (moze ona by¢ np.
zwigzana z czasem zaleznosciag t=k* TP’ .przy czym

'I‘p - jednostka dyskretyzacji czasul

Nawiasy kwadratowe w réwnaniu (44’1), podkreslaja, ze stan X
i sterowanie u s3 dyskretnymi funkcjami czasu (to znaczy ze nie



interesuja nas warto$ci x 1 u dla czaséw innych, niz np. cale
kowita wielokrotno§¢ jednostki T_).

Réwnania tego typu maja migdzy innymi procesy sterowane za
pomoca urzadzefi cyfrowych (ze wzgledu na dyskretny charakter
pracy tak przetwornikéw pomiarowych, jak i urzadzed wykonaw-
czych, sterujacych bezpofrednio proces). Czesto tez poslugujemy
_sie réwnaniem tégo ‘typu jako przyblizeniem réwnania rézniczkowe-
go dla celdw obliczedl numerycznych,

Bedziemy zakladali, Ze dany jest stan poczatkowy procesu

§[ko] = Xy (442)

oraz warufiki koficowe w postaci danej chwili koficowej k; 1 swo-
bodnego stanu korficowego )_;[kk] (inne postaci warunkéw kofico=
wych, a zwiaszcza swobodny czas koficowy kk utrudniaja rozwia-
zanie problemu). Zalozymy ponadto, ze ograniczenia dotycza tylko
sterowania

g, [k <g g[k]er N CES))

rozrézniajac przy tym dwa istotne przypadki: gdy ograniczenia sa
spelnione w sposdb silnie nieréwnofciowy (<) czyli sterowanie
nalezy do wnetrza obszaru &, i gdy ograniczenia s3 épe&nione w
sposéb rénosciowy, czyli sterowanie nalezy do brzegu obszaru £,
WskaZnik jakosci procesu ma postal
k!

Q= £ x(t) + > £ G [1], w[i], © (444)
Py

Zaktadamy ponadto, 2ze wszystkie funkcje wystgpujace w zada-
niu s3 rézniczkowalne wzgledem x i u. Szukainy takiego stero-
wania dopuszczalnego (wszystkie sterowania s3 docelowe ze wzgle-
du na postaé warunkdéw kodcowych), ‘ktére zapewnia minimum
wskaZnika Q. )

Zauwazmy najpierw, ze mamy tu w istocie rzeczy do czynie~
nia ze ztozonym i specyficznym problemem optymalizacji statycz-
nej. Istotnie, jeSli dim u = m i dim x = n, to wskaZnik jako-
$ci jest funkcja m(kk - ko) zmiennych ui[k], k=kg,on ke - 1
oraz n(kk - ko) zmiennych xi[kl, k = ko + 71, ... ky. Réwnania
stanu stanowia n(k,_ - k_) dodatkowych warunkéw miedzy tymi
zmiennymi; ponadto dochodza jeszcze warunki, wynikajace z ogra-
niczed (443). Réwnowazny problem optymalizacji statycznej ma -
wigc bardzo duza wymiarowoé i nie oplaca si¢ go zwykle rozwiag-
zywaé metodami optymalizacji statycznej; znacznie dogodniejsze s3
tu metody, wynikajagce z zasady maksimum czy zasady optymalno-
gci,



Dla sformutowania zasady maksimum wprowadzamy, jak zwyk-

le, hamiltonian

Hy[k], x[k], u[k], x) =
= -1 &[x], w[x], ©) +p[x]eal], wlk], ¥ (as5)

oraz réwnanie sprzezone

o[- au(y [x], ?x!;k], af], ©) (446)

2e w poréwnaniu z przypadkiem ciaglym w réwna-

Zauwazmy,
a jednoczeénie zosta-

niach sprzg¢zonych nie wystepuje znak minus,
je me]ako zmieniony znak uplywu czasu - gdyz na podstawie warto-
[k] ggl_k] g[k] wyznaczamy wczeSniejsza warto§é tp[k 1
Dla zalozonej postaci warunkéw koficowych uzyskujemy znanq
juz postaé warunkéw transwersalnoSci (374), ktéra w przypadku

dyskretnym wyraza si¢ wzorem
of, (xfk ])
k= Llk
\L),[:kk - 1] = — (447)

Zasada maksimum w ﬁrzypadku dyskretnym ma nast¢pujace

Sc

brzmienie:
Jesli G jest sterowaniem dopuszczalnym i optymal-

nym, to istnieje taka dyskretna funkcja czasu § , ze:
a) jedli u[k] nalezy do brzegu obszaru £, to zapew-

nia ono maksimum hamiltonianu

w2, 8. 0= pag il £, w0 ase)

b) jesli. 4 [k] nalezy do wnetrza obszaru &, to zapew-
nia ono punkt stacjonarny hamiltonianu :

aHE[x], ic[g], afk], k) _ o (449)

Zauwazmy, 2ze sformulowanie punktu b) jest lokalne i stabe;
sterowanie optymalne wcale nie musi zapewnia¢ maksimum hamil-
tonianu, moze to byé réwnie dobrze minimum lub punkt przegie-
— 9 .

W istocie rzeczy we wszystkich zadaniach optymalizacji
zmieniony kierunek uplywu czasu jest naturalnym kierunkiem roz-
wigzywania réwnafi sprzgzonych; widoczne to jest jednak wyraZnie
dopiero w przypadku dyskretnym lub w przypadkach z opdZnie-

niem.



cia; moze to by takze maksimum lokalne, podczas gdy w zasa-
dzie maksimum obowigzujgcej dla proceséw ciaggtych, sterowanie
optymalne zapewnia maksimum globalne hamiltonianu,

Zauwazmy dalej, 2e w sformutowaniu zasady maksimum w
przypadku dyskretnym nie méwimy nic o zachowaniu si¢ maksimum
hamiltonianu (podczas gdy w przypadku cigglym maksimum hamilto-
. nianu rozszerzonego bylo stale i réwne zeru). Poza powyzszymi
réznicami metodyka zastosowania zasady maksimum w przypadku
dyskretnym jest analogiczna do metodyki wykorzystywanej w przy-
padku ciaglym. Ze wzgledu na przeciwny bieg czasu w rdéwnaniach
sprzgzonych, pewng trudnos¢ w rozwigzywaniu analitycznym kano-
nicznego uktadu réwnafi moze stanowif jedynie przeksztaicenie tego
ukdadu do takiej postaci, by mozna go bylo rozwigzywaé w jednym
kierunku czasu.

Rozpatrzmy prosty przykiad zadania optymalizacji o réwnae
niach stanu

x[k +4] = x[k] +~u[k:];  x[o] = 4, (k =.0), (450)

o

gdzie u[k] - nieograniczone, za$ wskaZnik jako$ci ma postal
3 .
“ 2 [ 2 2
Q= Z{x (4] + kE—O (u [k] + x [k])} (454)

przy czym x[4] - swobodne (k = 4),
Na podstawie hamiltonianu problemu

[ - 32" [x] + w[K]efi] + k], as2)

wyznaczamy sterowanie stacjonarne, zapewniajgce spetnienie wa-
runku H'-o (w tym przypadku sterowanie takie jest tylko jed-
no, i zapewnia jednoczeS$nie maksimum hamzltomanu)

% =-ulk] + w[xl  a[x] = [k (453)
Réwnanie. sprzezone
wlk - 1] = G—Ii= -x[k] + y[x], (454)

przeksztatcamy do takiej postaci, by mozna bylo wyznaczyé
l,)]:k\+ ’I:[ na podstawie q;[k]

K+ 1] =p[k]+ x[k+1]. (455)
Podstawiajac sterowanie stacjonarne (453) do réwnania stanu
(450), uzyskujemy



xfic + 1] = =[] + wlx], (456)

zaé podstawiajac x|k +1 do réwnania (455) mam
Yy

Do + 1] = x[x] + 29[kl -(457)

Réwnania (456), (457) stanowia uklad réwnafl kanonicznych,
ktére mozna rozwigzaé w normalnym kierunku. Wprowadzimy
oznaczenie wektorowe z = {x,u} i zapiszemy ten uklad réwnaif
w postaci .

1
2k +1] =42 kL a=] . (458)
: 12 :

Rozwiazanie ogélne takiego liniowego jednorodnego réwnania

rézniczkowego ma postat
2] = 2"z [o], (459)

przy czym

2 3 5 8 13 24
2_ - 3_ . 4_.
R e Y A R E AR (460)

Wséréd skitadowych wektora 5[0] = ‘(§[0]’ 9[0:[} nie znamy
jeszcze Y[} Inaczej méwiac, réwnanie 459) okresla ekstremale
problemu, ale musimy wyznaczyl ekstremalg transwersalng.

Z warunku transwersaanSTCi (447) otrzymamy

wi3]= -x[4] (461)
zad z réwnaid (459), (460) »
w[3] =8 x[0] + Bwlo]i x[a} =1 xfo]r21vfo], @e2)

co po podstawieniu do (461) i rozwigzaniu wzgledem ‘1)[01 daje
21 ' 21
0lo] = - 5y =[] = -5 - (63)

Teraz na podstawie (459), (460) tatwo wyznaczymy ékstremalg
transwersalng w postaci tabell .

'k 0 1 2 3 4
- ) 5 5 2 ©
. 34 34 34 34
e | JE RERN I
34 34 34 34




Poniewaz mozna udowodnié, Ze rozwigzanie zadania istnieje,
przeto jedyna ekstremala transwersalna musi stanowi¢ trajektorie
optymalng.

Zauwazmy, ze gdyby powyzsze zadanie rozwigzywal metodami
optymalizacji statycznej, Q Dbyloby funkcjg 8 zmiennych u[O],
u[’]], u[Z], u['}] i x[’l], x[Z], x[?a], x[4] przy czterech
warunkach réwno$ciowych odpowiadajgcych réwnaniu stanu na kolej-
nych etapach.

Dla procesdéw problemdéw dyskretnych mozna réwniez sformulo-

- wa€ funkcjonaly Lagrange’a oraz obliczal pierwsza wariacj¢ funk-
cjonatu, gradient funkcjonatu, druga wariacje itp. Na przykiad
pierwsza warlac_]a funkcjonatu (444) przy warunkach (441) i bez
ogranlczen sterowania ma postac

afk<:_<[kk] )

- [E'[kk' 1} + T} 6xfiy] -

K=kt
_;[[aﬂ<y[k], 20 w0 )t oo
v 2000 g[kla’gg[k]’ = ‘T‘—‘M} ' (464)

przy czym zmiana sterowania wynosi ad‘u[k] - gdzie Ju[k] ~ do-
wolna wariacja sterowania, za$§ wariacj¢ stanu 6'x[k] wyznhacza
sie z réwnaid
. oflxfk], ulx], K) axx[k], ulk], x)

Oxfle + 1] = S LSS i) ¢ SRR su k] (465)

Jeéli teraz tak dobierzemy funkcje _q_J[k], by spelniala warun-
ki transwersalno$ci (447) i réwnania sprzezone (446), to wariacja
(463) uproéci sie do postaci

K1 .
fQ=-> oy k], §[k;’ LY AN (466)
K=kg s

Widzimy wigc, 2ze - tak samo jak w przypadku cigglym - gra-
dientem funkcjonatu jest gradient hamiltonianu ze zmienionym zna-
kiem. Zmiana niestacjonarnego sterowania w kierunku wzrostu ha-

miltonianu gwarantuje wiec zmniejszanie sie wskaZnika jakoSci
(mimo, ze w zasadzie maksimum dla proceséw dyskretnych stero-
wanie optymalne niekoniecznie odpowiada maksimum hamilto-



nianu *), Podstawowy lemat o ulepszaniu trajektorii nieoptymalnej
i niestacjonarnej ma wigc w przypadku dyskretnym takie samo
sformutowanie, jak w przypadku ciggiym.

Do szczegdlnie silnych rezultatéw prowadzi zastosowanie zasa-
dy optymalnosci Bellmana dla optymalizacji proceséw dyskretnych,
Zgodnie z zasada optymalnodci, koficowy odcinck trziektorii opty-
malnej jest sam dla siebie trajektorig optymalna., Rozpatrzmy
wiec ostatni etap (od k, -1 do kk) optymalizacji wskaZnika jako-
§ci (444) przy réwnaniach stanu (441) i ograniczeniu sterowania
ue £ . Wskaznik jakodci na ostatnim etapie wyniesie

Q, = o] wfigt]s ko) + g g (#67)
przy czym zamiast g[kk] mozemy podstawié

z[kk] = ;(;[kk-q], g[kk-’l:l, k=),  {468)

Otrzymamy wdéwczas Q’i jako funkcje zmiennych -’-‘[kk" ’l],

ull, -1]. Jesli znajdziemy jej minimum wzgledem l_x[kk-’l e R
dla kazdego §[kk_1]’ to wyznaczymy funkcje jakodci optymalnej

Plx [kk-1], kk-’l) =
=Q£{%Eﬂ{f0@[kk-1}, g[kk-’l]. K1)+

;fk(:_c[kk-’l], g[kk—’l], kk-'l)} ' - (469)

oraz sterowanie, zapewniajace to minimum, czyli sterowanie opty-
malne w ukladzie zamknigtym dla ostatniego etapu

g[kk-’l:l; #x [kk-’l:', k=), (470)

Cofnijmy si¢ teraz o jeden etap, Poniewaz na ostatnim etapie
‘dokonali§my juz optymalizhcji, przeto wskaZnik jakosci dla dwéch
ostatnich etapéw mozemy wyrazi€ wzorem

Q, = fo(lc[kk-Z:I, gE{k-Z], kk-Z) + P@[kk-ﬂ], kk4ﬂ), (471)

*
Sprzecznosé ta jest tylko pozorna, jednak jej dokiadniejsza

interpretacja wykracza poza ramy niniejszego skryptu.



do ktérego to wzoru zndw postawimy

)_c[kk—’l] = f(>_<[k -2:', u[k —2], k -2), (472)
przeprowadzimy minimalizacje wzgledem u [kk—Z]€§2 dla dowol-
nego xE& —2] wyznaczajac P(x[kk ], ky - -2) oraz u[:kk ZJ =

= r(__[k -Z:I k -2) i tak dalej az do etapu poczatkowego k.,
Mozemy wigc zap1sac ogblny przepis optymalizacji, zwany algoryt-
mem programowania dynamicznego, w postaci

Plxfk], k) = mm {fo(g[k], ulk], ®)+ Pl [k], u k], kr), k+1)} (473)

gdzie
k=lk-1, k-2, ... k; Pl ] k)= g &k ] (a74)

oraz gdzie na kazdym etapie wyznaczamy sterowanie optymalne w
uktadzie zamknigtym

afk] = 2x[k], k) (475)

Algorytm ten jest bardzo ogdlny; zauwazmy, ze dla jego wpro-
wadzenia skorzystaliémy tvlko z zasady optymalnoSci, a nie zakia-
dalismy nic o wiasnoSciach funkcji {,, fy, f. Funkcje te moga
wige by¢ nieciggle, dane w postaci tabel itp, - byleémy tylko mog~
1i przeprowadzié operacje¢ poszukiwania minimum we wzorze (473).
Mimo tej ogromnej zalety, algorytm ten nie jest dogodny dla obli-
czefi numerycznych sterowania optymalnego, gdyz musimy w nim
wyznaczal sterowanie optymalne jako funkcje¢ stanu na kazdym eta-
pie, a wiec przeprowadzaé obliczenia dla kazdej przewidywanej
wartoSci stanu ukfadu. Prowadzi to do ogromnego nakladu obli-
‘czed, zwlaszcza Wdla duzych wymiaréw stanu n, Algorytm progra-
mowania dynamicznego mozna réwniez stosowaé dla obliczed anali-
tycznych, chociaz post@pbwame takie moze by¢ zmudne, _]esh licz-
ba etapdw Ky ~ k jest duza,

Rozpatrzmy dla przykiadu jeszcze raz problem, rozwiazany za
pomocg zasady maksimum, z réwnaniami stanu (450) i wskazm-
kiem jakodci (451). Mamy tu

xfa]. 4) = 5 x[4] (476)

oraz

P& [3], 3) = min {—-u2[3:[+ 2 2[3] +—21(g[3]+u[3])2] (477)



Poszukujac minimum, znajdziemy
4[3] = -;x[a]; Px[3], 3) = %XZ [l @)
Mozemy zatem napisad

(1 3
Px[2], 2) = min {Eu?[Z] + 2x%2)+ 2 2] #u 2] )2} (479)

i poszukujgc minimum, znajdziemy
a2] = - % x[2]y P[], ul2]) = % <= [2]. (480)

Postgpujac tak kolejno, uzyskamy
A 8 373 2
u[f[] =- 5% [’]:l; P(x[_’l], u[’l])= T35 X [’1], (481)

. 2
afo] = - 32 x[0]; Px[o], uo])= % x> [o]. s2)

Obliczone tu sterowanie optymalne zgadza si¢ oczywilcie z wy-
nikami, podanymi w tabeli po réwnaniu (464). Wniosek, ze stero-
wanie optymalne w ukladzie zamknigetym jest wprost proporcjonal-
ne do stanu procesu, mdgt by¢ takze uzyskany wczeéniej na pod-
stawie zasady maksimum (gdyz sterowanie optymalne jest réwne
zmiennej sprzezonej (453), réwnania kanoniczne (456), (457) sa
liniowe i jednorodne, za$§ warunek poczatkowy 14)[0] proporcjonal-
ny do stanu poczatkowego x[O} - por. (463)) :

9. Metody obliczeniowe optymalizacji dynamicznej

9.1. Uwagi ogdlne

Rozwigzania problemdw optymalizacji dynamicznej w postaci
analitycznej dajg sie¢ uzyska¢ tylko dla stosunkowo waskich klas
probleméw. Z probleméw ogdlniejszych nalezy tu wymienié zagad-
nienia na minimum czasu sterowania, na minimum wydatku zwig-
zanego ze sterowaniem czy na minimum wskaZnika jakosci o po-
staci kwadratowej, przy liniowych réwnaniach procesu sterowane-
go. Szczegdtowa dyskusje rozwiazafd analitycznych tych probleméw
mozna znale4é w ’I]. . _

Dla probleméw o ogdlniejszej postaci niezbedne jest zastoso-
wanie odpowiednich metod numerycznych, Burzliwy rozwdj tych



metod datuje si¢ od roku 1960; w niniejszym skrypcie oméwimy’

podstawowe i wyprébowane metody tego rodzaju. Przed ich omé-

wieniem warto zwréci€ uwage na podstawowe trudnoéci obliczenio-
we optymalizacji dynamicznej,

Pierwsza trudno$é polega na wyznaczaniu chwilowego maksi-
mum hamiltonianu H; jest to trudnos¢ optymalizacji statycznej.
Nie jest ona jednakze trudnofcia podstawows; znacznie istotniejsze
sa trudnodci dalsze, Dlatego tez na ogdt zakiada sig, 2ze samo wy-
znaczenie maksimum hamiltonianu jest stosunkowo proste, i ze
mozna postugiwal si¢ badZ to postacia analityczng gradientu harmil-
tonianu 5 » badZ tez nawet postacia analityczng zaleznoSci opty-
malnego rozwiagzania - od zmiennych stanu x i sprzgzonych Y,
wynikajgca z warunku (375) -

4=, x th (483)

Znacznie istotniejsza - i moze najwigcksza trudno§é - zwigzay
na jest z dwugranicznym charakterem warunkdw dla stanu poczat-
kowego x(t ) oraz koficowych warto$ci zmiennych sprzezonych
u_)(tk), wynikajgcych z warunkéw transwersalnoéci, Niemoszliwe jest
bowiem jednoczesne rozwiazanie numeryczne uktadu réwnaf rézni-
czkowych, z ktérych cze$§é ma okreélone warunki poczatkowe, a
czesé kofcowe. Istotna czgécia wszystkich metod numerycznych
optymalizacji dynamicznej jest jaki§ sposéb pokonania czy tez
obejécia tej trudnosci. Trudno§¢ ta zwigzana jest zreszty z istota
optymalizacji dynamicznej; zeby sterowal optymalnie w chwili bie-
zacej, nalezy przewidywaé, antycypowal przyszie zachowanie sig
procesu,

Trudnos§é powyzsza wzrasta, je§li warunki koficowe dla proce-
su maja ztozona postaé, i nalezy korzystal z ogblnej postaci wa-
runkéw transwersalno$ci (372), (373), nader niedogodnej dla obli-
czed numerycznych i mozliwej do wykorzystania tylko przy uzyciu
specyficznych metod wariacyjnych.

Wszelkiego rodzaju ograniczenia nieréwnofciowe, a zwlaszcza
ograniczenia stanu, utrudniaja rozwigzywanie problemu. Jednakze
istnieje caly szereg metod pozwalajacych uwzglednié te ogranicze-
nia badZ tez sformulowaé réwnowazne problemy bez ograniczei.
Najbardziej uniwersalna z tych metod polega na wprowadzeniu fun-
kcji kary za przekroczenie ograniczed [16].

Funkcje kary wprowadza sie¢ w sposéb nastepujacy: Przypusé-
my, %ze ograniczone jest sterowanie ue€ Q przy czym obszar
okredlony jest ukladem nierdwnoéci

g, @< (484)



Funkcjg kary foae za przekroczenie ograniczeidl nazywamy
funkcje postaci

0 gl)< 0
£ (w) = agl ) 1[51(2)}5,](3) = (485)
‘Z; 5%11(9)' g;@) >0

przy czym g,li(g) jest skladowga funkcji 51(2), ’I_{g,l(g)} - ma-
. - cierza diagonalng o wyrazach na przekatnej
réwnych jednosci, gdy g,]i(\_1)> 0, za$ zeru
gdy g1-1<‘:L) < 0,
% - wspdlczynnikiem o dostatecznie duzej wartosci.

Funkcjg kary foae dodajemy do funkcji podcatkowej wskaZnika
jakosci fyi Po rozwigzaniu zadania optymalizacji nastepuje wtedy
zwykle przekraczanie ograniczedi, jednak tylko nieznaczne, gdyz
duze przekroczenia sa nieoptacalne, Dla uniknigcia przekroczer
mozna stosowaé funkcje kary przesunigta, obliczana na podstawie
przesunigtego ograniczenia o postaci

g, () =g +e<0. (486)
2t 21

Pewne trudnoéci moga by¢ takze zwiazane z opdZnieniami sta-
nu czy sterowania oraz z problemami sformutowanymi w postaci
dyskretnej, ‘gdzie konieczne jest rozwigzywanie réwnafi sprzezoe
nych przy odwréconym kierunku biegu czasu, zaczynajac od chwili
t. a koficzge w chwili t,. Jednakze metody obliczeniowe, opar-
te na podstawowym lemacie rachunku wariacyjnego, z reguly za-
kladaja taki wlasnie sposéb rozwigzywania réwnaf sprz¢zonych -
por, [17].

Na koniec, metody obliczeniowe optymalizacji dynamicznej sa
zwigzane zawsze z rozmaitymi metodami numerycznymi, rozwig-
zywania réwnaf rézniczkowych, te zaé z kolei - z dyskretyzacja
tych réwnaf i rozwigzywaniem réwnaid réizniczkowych. Chociaz
bardzo istotne, zagadnienia te nie beda omawiane w niniejszym
skrypcie, ktérego celem jest jedynie przedstéwienie podstawowych
idei metod optymalizacji dynamicznej,

Naktad obliczefi numerycznych zwigzanych z optymalizacjg dy-
namiczng roénie zazwyczaj z kwadratem lub szeScianem wymiaro-
wosci problemu (istotniejsza jest tu zwykle zaleznos¢ od wymiaru
stanu n, niz od wymiaru sterowania m). Szczegélnie silna jest-
zaleznoéé nakiadu obliczefi od wymiaru stanu w metodzie progra-
mowania dynamicznego - jest to zaleznos§¢ wyktadnicza, a nie po-
tegowa; stad tez metoda programowania dynamicznego ma bardzo



ograniczone znaczenie jako algorytm obliczeniowy optymalizaeji
dynamicznej i nie bedzie tu dalej omawiana., Szerszay dyskusje za-
leznosdci nakladu obliczed od wymiarowos$ci problemu znaleé moz-
na w [16].

Dla duzych wymiarowodci problemu istniejg odpowiednie meto-
dy pozwalajace na zmniejszenie nakladu obliczed., Jedng z nich jest
jest metoda modelowania tafcuchowego [10], [’]6], ktéra oblicze-
nia numeryczne zastg¢puje modelowaniem analogowym. Druga, bar-
dzo obszerna grup¢ metod stanowia wielopoziomowe algorytmy obe
liczeniowe, wyrazajgce soba istot¢ sterowania wiélopoziomowego
9], b4l [re).

Na zakoficzenie tego ogdlnego przegladu podstawowych wlasno-
$§ci metod obliczeniowych optymalizacji dynamicznej warto jeszcze
raz zwréci¢ uwage na istotne rdznice miedzy optymalizacja dyna-
miczng a statyczng, Problemy poszukiwania maksimum hamiltonia-
nu musza by¢ z natury rzeczy znacznie prostsze w pordwnaniu ze
zlozonymi problemami optymalizacji statycznej; gdyby wymagaly
one poréwnywalnego nakladu obliczer, to powazniejsze trudnodci
optymalizacji dynamicznej sprawilyby, ze zadanie wyznaczenia op-
tymalnego sterowania byloby w ogdle nierozwiazalne w rozsadnym
czasie, Sam fakt zaleznoSci sterowania od czasu sprawia prze-
ciez, ze wymiarowo§¢ problemu dynamicznego jest teoretycaznie
nieskodczenie razy wieksza od wymiarowo$eci problemu statyczne-
go poszukiwania maksimum hamiltonianu; praktycznie, po dyskre-
tyzacji, jest ona wielokrotnie wigksza, Gdyby wiec podzielié prze-
dziat czasu t -t, na N etapéw i potraktowal problem dynami-
czny jako problem statyczny o N-m sterowaniach i Nen wiezach
réwnod$ciowych, to naklad obliczed musialby wzrastaé z kwadra-
tem lub szebcianem liczby N. Tymczasem wigkszo§¢ metod opty-
malizacji dynamicznej wymaga naktadu obliczen, zaleznego propor-
cjonalnie od liczby etapéw dyskretyzacji N, co wynika z wykorzy-
stania jednokierunkowego charakteru zwiazkéw pomigdzy réwnania-
mi procesu na poszczegéblnych etapach. Dlatego tez zazwyczaj bar-
dzo niekorzystne jest zastgpowanie metod optymalizacji dynamicz-
nej metodami statycznymi, Wrecz odwrotnie, istniejg przyklady .
wskazujace, Ze optymalizacja statyczna pracy .szeregu obiektéw
powigzanych ze soba jednokierunkowo w przestrzeni moze by¢ do-
konana bardzo sprawnie za pomoca metod optymalizacji dynamicz-
nej.
Charakter zalezno$ci nakladu obliczed przy optymalizacji dye~
namicznej od wymiarowos$ci problemu ilustruje nastepujgca tabelka,

Zastepcze ujg-|Programowanie Inne metody
cie statyczne dynamiczne dynamiczne

Charakter zmien-~ n o
noéci naktadu ob- [N(n+m ):[a N m*L N (nt+m)
liczed .




gdzie: o = wykiadnik zawarty w granicach 2...4,

n - wymiar stanu,
m - wymiar sterowania,
N - liczba etapéw dyskretyzacji czasu,

L - liczba kwantéw dyskretyzacji stanu.
_Dokiadniejszg dyskusje powyzszych zaleznoSci znaleZé moina
w 6],

9.2, Podstawowe metody obliczeniowe

9.2.1. Podzial metod obliczeniowych optymalizacji dynamicz-

3.

Wéréd metod obliczeniowych optymalizacji dynamicznej wyrdz-
ni® mozna metody podstawowe, metody specjalne, metody wielopo-
siomowe i metody lafdcuchowe,

Metody podstawowe dziela sig¢ z kolei na dwie grupy: metody
besvoSrednie, oparte giéwnie na podstawowym lemacie rachunku
wariacyjnego oraz metody poérednie, polegajace na wyznaczaniu
.ozwigzania optymalnego na podstawie warunkéw koniecznych opty-
malnodci (np. na podstawie zasady maksimum),

Do grupy metod bezpodrednich naleza: metoda gradientu w
przestrzeni funkcyjnej [6] metoda gradientu sprzgzonego W przer
strzeni funkcyjnej [’l’l] oraz metoda drugiej wariacji [7] Zaliczyé
do nich mozna takze metode¢ programowania dynamicznego 2],
ktéra nie bedzie tu omawiana.

Do grupy metod podrednich naleza: metoda Newtona w prze-
strzeni funkcyjrej (metoda Newtona-Raphsona) [7 oraz metody
przeszukiwania ekstremal, metoda gradientu oraz metoda Newtona
[16]. Metody posrednie beda oméwione tu w skrécie.

" Podstawowym celem niniejszej czeéci skryptu jest wyjadniemnie
idei i procedur obliczeniowych bezpodrednich metod podstawowych,

Metody specjalne sa formulowane dla poszczegllnych typéw za-
dafi optymalizacji dynamicznej, W ktérych wiadomo jest, ze stero-
wanie jest badZ to przedzialami stale, badZ przedzialami leZace na
ograniczeniach - na przykiad dla problemdéw czaso-optymalnych,

- badZ tez posiada inne szczegdlne wlasnofci - por. np. [2 . Me-
tody te nie beda tu omawiane, .

Metody wielopoziomowe sz bardzo obszerne i- bogate - por.
‘metody” Kulikowskiego [9], Mesarovicia \__’14] i inne [’Ié]. Dlatego
tez w niniejszej czgdci skryptu omdéwiony bedzie tylko jeden przy-
padek metody wielopoziomowej dla nieaddytywn ch wskaZnikéw ja-
kogci, wprowadzonej przez autora w pracy 6.

Metody modelowania laficuchowego zapoczatkowane byly przez
Kurmana [’10]; sg to metody bardzo specyficzne i nie bedg tu oma-
wiane; krétki ich przeglad zawarty jest w [16].



9.2.2. Metoda gradientu w przestrzeni funkcyjnej sterowad

Metoda gradientu formutowana jest zazwyczaj dla zadania opty-
malizacji, w ktérym czas koficowy t, jest dany, zas wspélrzed-
ne stanu koficowego - swobodne; mozliwe jest wprawdzie uwzgled-
nienie innej postaci warunkéw kodcowych, jest jednak ono skompli-
kowane i nie bedzie tu dokladniej omawiane. Przypominamy, ze
wariacja wekaznika jako$ci przybiera w tym przypadku postal:

af (x(t. )
§Q = [4‘%{3&) + i)'(tk):l §xlty) -
iy te
_f[q” 3H(y, x, u, t)]&zdt _j H(w, %, u, t) Sude. (487)

+ x du
ty ty

Metoda gradientu stanowi bezpofrednie wykorzystanie podsta-
wowego lematu rachunku wariacyjnego i polega na iteracyjnym kon-
struowaniu coraz lepszych trajektorii, poczynajac od pewnggo ar-
bitralnie zatozonego poczatkowego przebiegu sterowania u 1), Jej

procedura w i-tej iteracji jest naste¢pujaca:

a. Znajac funkcje czasu gl , przy danych warunkach poczat-
kowych x scatkowad réwnanie stanu procesu

1%

, G _© © N '
W, anf®, - (6, W0, 0, e, as0)

b. Znajac warto$¢ koricowa stanu x

Q )(

tk), obliczyé wartosé
koficowa zmiennych sprzeg¢zonych lp(l)(tk) wediug wzoru

(i)
af {x (. ) i
@ k(- k
¥ (tk> = e (489)
Dzigki termu pierwsza skladowa wariacji wskaZnika jakosci
(487) staje si¢ réwna zeru.
c. Znajgc funkcje czasu 5(1), g<1) oraz wartos¢ kodcowa

;l,)(l (tk), scatkowaé réwnania sprzezone

) @) G @
(1) = . aH(_“_) ) Kex'; 1 t) (490)

w kierunku od chwili t, do chwili tg _<w Yodwrdconym'" kierun-
ku biegu czasu), W ten sposéb druga skiadowa wariacji wskaZnika

e



JakOSCl (487) staje sig réwna zeru. Jednocze$nie z catkowaniem
réwnatl sprze¢zonych obliczy¢ gradient

- aur (), A

e zm (491)

jako funkc(]g czasu, stanowlqca‘ gradient funkcjonatu jako$ci, Jefli
funkcja § me jest réwna zeru, to wskazuje ona kierunek zmian
sterowania u“/, ktére zapewnig zmniejszanie sig wskaZnika jako-
Sci. .
Dla oceny odlegloéci zalozonego sterowania 1_;(1) od sterowa-
nia optymg}nego 4 korzystne jest obliczanie kwadratu normy gra-

dientu Il
” If(l)“ [( l)j I(i)dt (492)

d. Zakladajgc pewna wartoéé wspdtczynnika dlugosci kroku ¢,
zastosowal sterowanie

‘_léi) N M(i) . (493)

jac odpowiednio trajektorig x oraz obliczyé wskaZnik jakodci
ty

Qéi> ((‘)& )> f <(l), k¢ ),t>dt. (494)

ty

i scatkowaé réwnania stanu (F%) po podstawieniu uél>, wyznacza~
=¢

Obliczenie przeprowadzié kxlkakfotnie dla réznych wartodci ¢,
przeprowadzajac Tsmmahzacy; Q§/ wzgledem. 0 i obliczajac naj-
korzystniejsze

e. Sterowanie poczatkowe dla nastgpnej iteracji wynika z réw-
nania
E(1+’1) - u(l) . é(l) b”(l) (495)
Q-1 o)
? =0 ? Y
stana si¢ dostatecznie mate lub dopbki wybrana norma gradientu
5‘1 nie stanie sie dostatecznie mata, na przykiad dopdki nie be-
dzie spelniony warunek

(1)“ f(_(l > E(i)dt < a. (496)

nie

Iterycje powtarza sig, dopéki przyrosty
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Uproszczony schemat dzialania dla metody gradientu przedsta-
wia rys.73. W schemacie tym obliczenia przerywa sie, .gdy spel-
niony jest warunek (496) 1ub przekroczona jest dana z géry liczba
iteracji I, czyli gdy i>I. .Indeks j oznacza liczbe powtdrzen
obliczed réwnafi stanu i wskaZnika w jednej iteracji, indeks k -
liczbe powtdrzesi obliczed réwnaf stanu i wska Znika we wszystkich
iteracjach.

Jeéli rozwigzanie zagadnienia optymalizacji istnieje i jest je-
dyne, to metoda gradientu zapewnia zbieznosé do tego rozwigzania.
Ogélniej, metoda gradientu zapewnia zbiezno$¢é do najblizszej eks-
tremali transwersalnej zadania (to jest do najblizszej trajektorii,
speiniajacej warunki konieczne optymalnoéci). ) .

Przedstawiona wyzej procedura gradientowa nie uwzgledniala
ograniczefl sterowania i stanu; mozna je uwzglednié wprowadzajac
do wska#nika jakoéci funkcje kary, lub za pomocg innych odpo-
wiednich metod.

W literaturze istnieje caly szereg przykladSéw konkretnych ob-
liczerd numerycznych metoda gradientu, Przed ich oméwieniem po-~
damy jednak przykfady analitycznego zastosowania tej metody dla
pewnych -prostych zagadnied, o znanych skadinad rozwigzaniach op-
tymialnych, .majace na celu blizsze wyjaSnienie istoty metody.,

Przykiad 1 ' '

Dany jest 'proeesv

X =.uj x(O) = 03 x(T) - swobodne; T - dane, ('I.’I)
o wskaZniku jakoéci 7
2 .
Q = %{[X - x(T)] + f (x2_+u2»)dt‘,} . (1.2)
g

Hamiltonian problemu ma postaé

2 2
H=-22% 4 yu, (1.3)
za$ réwnanie sprzezone
b= x (1.4)
oraz warunek transwersalno$ci
y(T) = X - x(T), (1.5).

pozwalaja w oparciu o zasadg maksimum wyznaczy¢ sterowanie op-
tymalne )

-T

i = Xe “cht = xe-T Zw , (1.6)



trajektori¢ optymalng oraz minimum wska#Znika jakosci
x% 2T
(e

-T
x = Xe ..sht; Q==

> + 1), (1.7)

Dla X=2, T =10 mamy Q =1,00 3z doktadnoscia do 10-8,
Zastosujmy teraz dla rozwigzania tego zadan13 metode¢ gradientu.
Catkujac réwnania stanu (1.1) dla danego u uzyskujemy

x(i) = u(i)dt. (1.8)
i}

VZnajqc ()(T) wyznaczamy q)( )(T) i catkujgc r6wnania
sprzezone (1.4) wstecz uzysku_]emy

W - x j @y f@ (1.9)

@)

- Gradient funkcjonalu ¢ ma postaé
y(‘) =y W, (1. 10)
. . . @) ... . () ,
za$ poprawione sterowanie ue i trajektoria stanu ‘XQ  wyraza-
ja . si¢ wzorami
: ) . . i
ugl) = u(l) - 95'(1); xgl) = x(l) - Qfs"(l)dt. (’l.’l’l)

Podstawiajac te wyrazenia do wskaZnika jakoéci (1.2), uzysku-
jemy

Qéi) - oW Aoéi), (1. 12)

gdzie Qﬁ) j?s)t wartoSciag wskaZnika wynikajqcal z trajektorii x(i),
. , ;

o® . ;—[[x - x(i)(T) +f <‘)) Jdt, (1.13)
4 ]

za§ poprawa wskaZnika AQ(") zalezy w spos6b kwadratowy od 9

-a0® - g[ “9 + 38 2} | (1.14)



' przy czym

3 2 4 2 [ . 2‘ ¢ \ 2
e J(gm) w, 5 ( ;@)dt) *f[(f(i)> *U‘G)‘“) Jdm.qs)
0 0 ] 0

Jak widaé A(l) jest kwadratem normy gradientu [(1). Naj-
korzystniejszy wspbiczynnik kroku é 1/ oraz najlepsza poprawka
wskaZnika jakoSci wyrazaja si¢ wzorami

: @ . ) .
L 280 - 1,0 50 6
9 ——yB(i H 7 o (1.16)

i wyznaczaja dane poczatkowe dla nastepujacej iteracji

Q) _ o@) 44 LA G @mx(i)- (. 17)

Nalezy tu podkre$lié, ze w roz,waz?.?ym przyktadzie przepro-
wadzili§my minimalizacj¢ wskaZnika qu wzgledem ¢ na drodze
analitycznej; w obliczeniach numerycznych stosuje si¢ w tym pun-
kcie oczywidcie numeryczné metody poszukiwania minimum funkeji
jednej zmiennej. .

Zakézmy w pierwszej iteracji u(l)J= 0, Uzyskamy wtedy dla
X=2, T=10: '

«V2 o Q< 2 w('])# 2; _5(’!) =2  (1.18)
oxaz )
A0 40; PO 1770; '§<1> = 2,26-1072, (4.19)
Aé(1> = 0,452
i na koniec
u(Z) = 4,52’-10'2; Q(Z) = 1,548, - (1.20)

Zauwazmy, %e w wyniku pierwszej iteracji uzyskaliémy naj-
lepsze mozliwe przyblizenie sterowania optymalnego za pomocg
sterowania stalego w czasie. W drugiej iteracji gradient funkcjo~
natu staje si¢ funkcjg kwadratowgy czasu

x(z) = 4,52 1078y o,(z) = 0,71 + 2, 26"10'21:2; (,21)



<) = Lo, 755 4 2,26- 107242 (1.241)
i uzyskujemy
A(Z) = 4,54 B(Z) = 47, 5; x(2)= 9,5-10'2;
Q%) < o, 27, 022
a na koniec
WL 26401072 4 2,150 107
(1.23)

Q(3) = 1,332,

Zauwazmy, ze w wyniku drugiej iteracji uzyskaliémy przy-
blizenie sterowania optymalnego za pomocg statej i kwadratowej
funkcji czasu - a wigc za pomocg funkeji, wchodzacych w ‘skiad
dwéch pierwszych wyrazdw szeregu (1.6), Nie jest to jednak przy-
blizenie najlepsze w tej klasie funkcji; poszukujgc niezaleznie
wspblczynnikéw a1 a, w funkeji

(3) 2
uwl=a tayt, (1.24)
uzyskaliby$my przyblizenie lepsze; w metodzie gradientu jednak
nie dobieramy tych wspélczynnikéw niezaleznie, a jedynie w kie-
runku wyznaczonego gradientu.
Podobna sytuacja powtarza si¢ w trzeciej iteracji, gdy uzysku-

jemy
-5(” = 1,11 - 1, 54- 10722 4 1,79-40'4t4;
u<4> = 7,1107% & 4,7 1073 4+ 5,4 ’10-6t4; (1.25)
Q(4) = 1,191

Widoczne jest, ze w kolejnych iteracjach sterowanie optymal-

ne. jest przyblizone za pomoca kolejnych funkcji, wystg¢pujacych w
. szeregu (1.6) nie s3 to jednak najkorzystniejsze z mozliwych

przyblized sterowania optymalnego za pomoca tych funkcji.

Skutkiem tych wlasnoSci metody gradientu, jej zbiezno§¢ jest
nader powolna,

Wyniki kolejnych iteracji ilustrujg rysunki 74, 75 (koniec przy-
kiadu 1),
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Powolna zbieznoéé, zwlaszcza w bliskim otoczeniu, sterowa-
nia optymalnego’ jest podstawowa wada metody gradientu. Peza t3
wada ma ona liczne zalety, wynikajace w wigkszosci z rozwigzy-
wania réwnad sprzezonych w odwrSconym kierunku biegu czasu.
Réwnania te sa bowiem niestabilne, a przeciwny - kierunek ich
rozwigzywania czyni je oczywidcie stabilnymi, co zmniejsza trud-
noéci oszacowania niezbednej dokladnosci obliczedl numerycznych,
Dzieki przeciwnemu kierunkowi rozwigzywania réwnaf sprzezonych
metod¢ gradientu mozZpna bez trudu zastosowad do ‘rozwigzywania )
probleméw z opéZnieniami stanu lub sterowania, w ktérych to
problemach w réwnaniach sprzezonych wystepuja argumenty wy-
przedzone lub do probleméw sformutowanych w postaci dyskretnej;
dla wszystkich tych probleméw przeciwny kierunek rozwigzywania
réwnai sprzezonych jest niejako kierunkiem naturalnym, wynikajg-
cym z istoty tych probleméw - por, [16], [’17].

Dobrym przykladem zastosowania metody gradientu, dostep-
nym w literaturze, jest problem wyznaczania minimalno«czasowej
trajektorii statku kosmicznego, sterowanego z Ziemi na Marsa [7]
Proces ruchu statku jest opisywany trzema rdéwnaniami rézniczko-
wymi nieliniowymi, z jednym sterowaniem

X, =

17 ¥
x2 x
:';2=T3-—§+bsinu,
1%, (497)
%X, X
%X, = 23 + b cos u,
3 x

x1(t°), xz(to), x3(t0) - dane,

X,](tk), Xz(tk). x3<tk) - dane,

&
Q =f’l dt = {t, -t ) - minimalne.
k o
t,

Dane warunki koﬁcofve zastapiono przy rozwigzywaniu swobod-
nymi, wprowadzajac do wskaZnika jakoSci funkcj¢ kary za odchyle-
nie od danych wartosci koficowych. Zakladano pewne wartodci ty,
ktére w trakcie kolejnych iteracji byly zmienione zaleznie od war-
toSci koricowej hamiltonianu H. Jednokrotna iteracja metody gra-
dientu wymagala okoto 2 sekund obliczefi na maszynie IBM 7094,
Wyznaczenie trajektorii optymalnej z dokladnoscia do 0,1% warto-
éci minimalnego wskaZnika jakoéci wymagato ok, 120 iteracji, czy-
li okoto 240 sekund,



Innym przykiadem zastosowania metody gradientu jest wyzna-
czanie maksymalnego zasiggu szybowcéw [6] w przykladzle tym
niestabilno§é réwnafd sprzgzonych jest tak istotna, ze zmiany wa~
runkéw poczatkowych tych réwnafd przy rozwiazywaniu w zwyklym
kierunku biegu czasu powoduja setki milionéw razy wigksze zmia-
ny warunkéw koricowych; okolicznoéé ta utrudniala oceng wilaSciwej
dokladnoSci obliczed i wywolywala nadmiary w obliczeniach maszy-.
nowych przy zastosowaniu innych metod, niZ metoda gradientu. Na-
tomiast metoda gradientu umozliwiala stosunkowo latwe wyznacza-
nie rozwigzania optymalnego.

9.2.3. Metoda gradientu sprz¢zonego w przestrzeni funkcyjnej
sterowail

Metoda gradientu sprzgzonego stanowi bezpoérednie ulepszenie
metody gradientu zwyklego, oparta na pojeciu kierunkéw sprzezo-
nych przy poszukiwaniu minimum funkcji kwadratowej wielu zmien-
nych., Wiadomo bowiem, ze juz w przypadku funkcji kwadratowej |
wielu zmiennych kierunek gradientu nie jest najkorzystniejszym
kierunkiem poszukiwania minimum; lepsze od tego kierunku s3
oczywiécie kierunki osi gléwnych twordw geometrycznych, odpowia-
dajacych statym wartodciom tej funkcji. Kierunki te zwahe sg-
wlasnie kierunkami sprzg¢zonymi. ’

Zastosowanie metody gradientu sprzgzonego do optymalizacji
dynarnicznej jest przedstawione szczegdlowo w [’15] W pierwszej
iteracji stosuje si¢ przy tym metod¢ gradientu zwyktego, W dal-
szych iteracjach procedura obliczeniowa jest takze bardzo podobna
do procedury. gradientu zwykiego; rézni sie od niej tylko dodatko:
wym wyznaczaniem kierunku sprzgzonego oraz poszukiwaniem mi-
nimum w tym wiaénie kierunku. ‘W zwigzku z powyzszym ulegaja
zmianie punkty ¢ i d procedury.

c. Oblicza sie dodatkowo wspdiczynnik:

(i) ”:o“(i)llz

2 (498)
R
oraz wyznacza si¢ kierunek sprzgzony dla i-tej procedury
§(1) - _5(1) N ﬁ(l)ﬁ(l-’l)u (499)

W pierwszej iteracji przyjmuje sig §/I = -3

d. Zakladajac pewna warto§¢ wspdtczynnika diugoédci kroku 9,
wyznaczy€ sterowanie

@ _ @) S(i) (500)



: ‘oz ; P u/ s
i scatkowal rgwnania stanu po podstawieniu u.’, .gznacza_]qc od-~
powiednie x4/ oraz obliczyé wskaZnik jakosci Q '/ - patrz
wzér (494); obliczenia powtérzyé kilakgtnie dla réznych wartosci
¢, przeprowadzajac minir;:?.lizacjg Qgt/ wezglegdem ¢ i wyzna-
czajac najkorzystniejsze 1/,

Punkt e, procedury gradientu pozostaje oczywifcie bez zmiany.

Nie podajemy tu schematu dzialania metody, gdyz odpowied-
nie zmiany w stosunku do rys,73 sa nader oczywiste,

Metoda gradientu sprzgzonego zachowuje wszystkie zalety me-
tody gradientu zwyklego, zwiazane z przeciwnym kierunkiem roz-
wigzywania réwnafi sprz¢zonych - a wigc moze by¢é stosowana dla
probleméw dyskretnych, z opéZnieniami, z silnie niestabilnym cha-
rakterem réwnafi.sprzezonych itp., Ponadto mozna udowodni¢ [’I'l]
nastepujace wiasnoSci metody gradientu sprzegzonego:

A. Mimo, ze poszukiwanie minimum nie odbywa sig¢ w kierun-
ku gradientu, to istnieje zawsze takie ¢>'0, ze ali)< oW/, jes~
1 tylko " b*(l)n #0; hnymi stowy kigrunek sprzgzony wyznacza
zawsze kierunek spadku funkcjonaju. )

B, Jesli problem optymalizacji jest liniowo-kwadratowy (to
znaczy, jeSli réwnania stanu oraz ewentualne warunki‘koﬁcowe sa
liniowe, za$é wskaZnik jako$ci, czyli ~ co réwnowazne - funkcje
fos f,, maja postaé kwadratowe}g to poczawszy od drugiej iteracji
warto$ci wskaZnika jako$ci QV/ uzyskiwane za pomocg metody
gradientu sprzgzonego s3 mniejsze, niz uzyskiwane za poxzny:a‘ me-
tody gradientu zwyklego przy tym samym poczatkowym u 1 .

C. Jesli problem. optymalizacji jest liniowo-kwadratowy, to
dla kazdej i-tej iteracji uzyskuje si¢ minimum wskaZnika jakoSci
wzgledem dowolnej kombinacji liniowej dotychczasowych kierun-
kéw sprzezonych - a wige wzgledem dowolnej kombinacji liniowej
funkcji czasu §( ), - g(i)~

Wiasnoéci B, i C. zapewniajg - w przeciwiefistwie do zwyktej
metody gradientu - szybkag zbiezno$§¢ metody gradientu sprzgzone-
go w otoczeniu rozwiazania optymalnego dla wszystkich probleméw
dostatecznie regularnych; bardzo szeroka klasa probleméw optyma-
lizacji daje sie w otoczeniu rozwiazania optymalnego przyblizy¢ za
pomoca probleméw liniowo-kwadratowych,

Dla szczegdblnej klasy probleméw kwadratowo-liniowych o do-
datnio-pSlokreélonym wskaZniku jakoSci, gdy rozwigzania optymal-
ne jako funkcje czasu majg posta wielomiandw, metoda -gradientu
sprzézonego w przestrzeni funkcyjnej sterowafi zapewnia osiagnig-
cie rozwiazania w skoificzonej liczbie iteracji (wiasnosé te, zwana
zbieznoécia drugiego rzedu, ma znacznie obszerniejsza klasa prob-
leméw kwadratowych w przypadku optymalizacji statycznej przy za-
stosowaniu metody gradientu sprzgzonego, a takze szeregu innych
metod; dla problemdéw optymalizacji dynamicznej rozwigzanych me-



todami gradientowymi zbiezno&¢ drugiego rzgdu zachodzi dla znacz-
nie wezszej klasy probleméw),

Podstawowe idee oraz wlasnosci metody gradientu sprzg¢zonego
wyjaénia nastepujacy prosty przykiad bezposdrednio nawigzujgcy do
przykiadu 1. :

Przykiad 2

Dany jest problem jak w przykladzie 1, ktérego rozwigzanie
analityczne okreélaja wzory (1.6), (1,7).- W procedurze iteracyj-
nej gradientu éprzg'zonego rozwiazania réwnaf stanu, rdéwnaif
sprzgzonych oraz sam gradient wyrazaja sig wzorami (1.8), (1.9),
(4. 10). Wspdlczynnik poprawy kierunku /.Z(i wyraza .sie wzorern

LG X O 2

W_a . 4) ﬂ (1))

B = =y AY = Ix dat, @.1)
A 0

za$ kierunek sprzegizony - wzorem

RO) W, 0 L4 (2.2)

=-
Sterowanie u?i oraz trajektoria xg maja postac
ug') =@y Qs(i); xg) N ?fs(i:)dt, 2.3)
. o®

Vzaé Wskafnik jakosci Qg(,l) - postal {(1.12). Skiadowa _\tego
wskaZnika wyraza si¢ wzorem (4. 43), zaé skladowa - AQs(,l), wzO~-
rem
@ _ 1 { i) Q) 2
-AQg7 = 512879 +B ¢ (2.4)

przy czym

T a2} z 1 f 2]
BS) = Us(i>dt] +f{[s<i)] + [fs(i)dt] } dt. (2.5)
) 2 0

Najkorzystniejszyév(l_ipétczynnik kroku (5(1) oraz najlepsza po-
i

prawka wskaZnika A wyrazaja si¢ wzorami

B
s

o _an® %A(i) s 2.6)

i wyznaczaja dane poczmtkowe do nastgpnej iteracji wediug wzoru
(1. 17).



(1)

W pierw‘szej iteracji, przy zalosonym u =0 uzyskuje sie
x(1)= 0, (1 (1) >= 2 - por. .wzér {1.18), A(’])= 40,
5 2 4770, (’I)_ 2,26+ 10 2, 20M 20,452 - wabr (1.19),
konice ul®) = 4,52° 10_2, Q®)_ 4, 548 - waér (1.20). W drugiej

iteracji - wedtug wzoru (1.21) - mamy

L) 4,520 10" % \,;(2) = 20,71 + 2,26 10" 2¢%;
- 5*(2) = -0,755 +2,26- 10'21:2-, 2.7)
a nastgpnie
2 2 . -
A( )= 4, 51; ﬂ( )= 0, 112; s(z); -0,52 + 2,26 10 22 2.8)
oraz
Bf') = 24, 8; @(2) = 0, 182; A6(2)=o,411 ©(2.9)
i na koniec
=2 -
u(j) =.-5,0-10 " +4,1-10 3tz; Q(3)= 1,127, (2. 10)
Funkcja u(3) stanowi najlepsze przyblizenie sterowania op-

tymalnego za pomocg funkeji statej i kwadratowej funkeji czasu,
zgodnie z wiasnoScia C, metody gradientu sprzgzonego., Pordwnu-
jac wyniki (2.10) oraz (1.23) stwierdzimy, ze za pomoca gradien-
tu sprzezonego uzyskali§my znacznie wigksza poprawg wartodci
funkcjonatu jakoéci w drugiej iteracji.

Dalsze rezultaty ilustruje tabelka

IRE

R
|
@)

Q 2,000 1, 548 1, 137 1,053 1,018 1,005



za§ réznice charakteru zbiezno$ci metody gradientu sprzezone-
go 1 gradientu zwyklego dla tego przykiadu -
X |

rys, 76, na kté-
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Rys. 76

¢
rym widoczna jest znaczna przewaga metody gradientu sprzezo-
nego. ‘
(koniec przvykiadu 2),

W artykule [’IZ] podahe s3 miedzy innymi wyniki zastosowania

metody gradientu sprzezonego i gradientu zwyklego dla problemu
D{Lj
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=%, ; X,I(O) =0,
%, = 64 sin u-32 ; x,(0) =0,
100

. . 2 2
Q = o,ooz[x1(1oo)7 105] +0,05[x2(100):[ -f64 cos udt (501)
) ]

Wartosci wskaZnika jakoS$ci w kolejnych iteracjach dla obu me-
tod przedstawione sg na rys.77,

Tu takze widoczna jest znaczna przewaga metody gradientu
sprzeZonego.

9.2.4. Metoda drugiej wariacji

Metoda drugiej wariacji jest dalszym udoskonaleniem ‘metody
gradientu; dlatego tez, podobnie jak metode gradientu, rozpatrzy-
my ja dla problemu o danym czasie koficowym t, i swobodnym
stanie kodcowym x(tk.), bez ograniczed. I dla tej metody mozli-
we s§ odpowiednie modyfikacje, pozwalajace na jej mastosowanie
dla probleméw innych typéw; nie beda one jednak tu omawiane.

Przypominamy, z2e przy odpowiednich zalozeniach o rézniczko-
walnoéci funkcji f, fo, fi.r przyrost wartoéci funkcjonatu jakosci
pomigdzy dwoma ostatecznie bliskimi trajektoriami (x, u) i
@c_ +ebx, u +£6u) moze by¢é przedstawiony w postaci

AQ=Q{§+56‘§, g_+£d'g} -Q{gc_, g}=

=e&'§{§,1_1,6>5, d'g} +%£262Q{>_c, l_l,;}fz,cfg}h.‘ (502)

gdzie pierwsza wariacja funkgcjonatu 6Q jest wzgledem wariacji
6x, du funkcjonatem liniowym i wyraza sie wzorem (487), za$
druga wariacja funkcjonatu 520 jest wzgledém. wariacji dx,Su’
funkcjonatem biliniowym, dajagcym si¢ przedstawié¢ w postaci

2 asz(. o) :
§°Q = l:é'}_('(tk)m + d”l_,)_'(%()] 65(‘:1() -

y ‘ :
2 2 2 :
_f[éga HC..) | s aaz(é;) +‘YE'8 HC..) | 6&.).] 3 dt -

; 8x'0x dyax
(]
by
- 9%u(,..) o°u(...) 62H(...>:| , :
-f[&,_{- et du 7% Pa + oy 3y ou Su dt, (503)

to
gdzie dla skrécenia oznaczef,, symbolem (...) zastapiono zalez-
nosé od -’i(tk).’ ty W przypadku funkeji fy, zaf od x, u,t w praye



padku b@miltanianu H., Wariacja du jest d(;wolnq przedzia{ami
ciagta funkc_]q czasu, zaf wariacja 6x spelnia réwnanie réznicz-
kowe

6w 6x(t)=0, ' (504)

wynikajace z linearyzacji réwnafi stanu, Jezeli dobierzemy teraz
wariacje 6y tak, by speiniata réwnanie rézniczkowe

2 2 2
BH(...)6 aH("'>5¢ aH(...)gg_ (505)

69 = - —gx 6% - dxdy ¥ Tizou
.przy warunkach koficowych
9%, (..) _
§9(y) = - —oy— o=l (508)

to dwie pierwsze skladowe drugiej wariacji funkcjonatu (503) staja
sie réwne zeru, Poniewaz jednocze$nie mozna dobraé tak sam
przebieg Yy, by dwie pierwsze skiadowe pierwsze] wariacji funk-
CJonatu by{y réwne zeru, przeto przyrost funkcjonaiu mozna przed-
stawié w postaci

i1
AQ=-5f-aH—(é‘i—'—Zé'gdt—
) u

to
¢ 2
-% j[ 'aH("'>+6anH("')+§u‘aH('“)}d'gdt+... (507)

0x' du 9y du = dw du

to

Gdyby problem optymalizacji byt liniowo-kwadratowy, to roz-
winigcie funkcjonatu jakoéci na szereg Taylora nie zawieraloby -
dalszych skiadnikéw i najkorzystniejszy przyrost sterowania eSu
(odpowiadajacy dokfadnie réznicy pomigdzy sterowaniem optymal-
nym 4@ a zalozonym poczatkowo u) mégiby byé wyznaczony na
drodze minimalizacji wyrazenia A4Q wazgledem ¢6u. Moglyby
przy tym wyniknaé - wbrew zalozeniom - stosunkowo duz? warto-
§ci przyrostu €6y, a mimo to wszystkie podane wyzej wzory po-
zostawalyby w mocy. Je$li jednak problem optymalizacji nie jest
liniowo-kwadratowy, to nalezy zadbal o to, by przyrost £6u byl
dostatecznie maly, Mozna to osiggnal przez uzupeinienie przyro-
stu AQ wyrazeniem, zaleznym kwadratowo od £du poprzez dia-

. gonalna macierz A = ! I, gdzie wspéleczynnik ¢ speinia rolg
analogiczna do wspéiczynnika dlugosci kroku w metodzie gradientu
(chociaz nie jest mu réwnowazny)



z t

- o, .
£ ~ € ,
AQ, =4Q + T SulAsu dt = AQ + % 6u 6u de. (508)

Wyrazenie AQ, mozna przedstawi¢ w postaci je&nej catki,
ktérej funkcja podcatkowa zalezy liniowo i kwadratowe od g6u.
Nalezy przy tym podkreélié, ze w wyrazeniu (507) wariacje &x i
d'_lﬂ nie s3 niezalezne od wariacji {§u; wrecz przeciwnie, stanowia
one wynik operacji liniowych na &u, okreslonych réwnaniami (504)
(505) (5026) Stad tez szukajac pochoednej zupeitnej wyrazenia typu

H{...
d' ‘. -aa—iar) 5\_1_ wzgledem  ¢du uzyskamy w wyniku nie
BZH(...) o ]
ew §x, jak by si¢ meoglo wydawal na pierwszy rzut oka,
T %m(..)

lecz 2¢ 3w 8x 6x. Je$li uwzgledniajac powyzsze uwagi - dla
kazdej chwili czasu dobraé takie £édu, by funkcja podcatkowa w wy-
razeniu. AQ, osiggata warto§¢ minimalna

2 71752 2
6, = _[a H..) _ %LJ [a HC. ) s 316D o0

du' du u ax = ou'dy

+ ngT_):J . (509)

to uzyska si¢ minimum funkcjonatu AQ, , a wigc - maksymalne '
zmniejszenie funkcjonalu Q wediug jego przyblizenia za pomoca

drugiej wariacji, z ograniczong za pomoca macierzy &I zmiang
e¢6u., JeSli bowiem @-=0, to i e6ug —0; jeSli g=oo, to

g §ug e €-du - czyli najkorzystniejszego przyrostu sterowania dla

problemu liniowo-kwadratowego,

W metodzie opartej na powyzszych rozwazaniach, mozna wy-
odrebnié trzy warianty: .

A) bez ograniczenia dlugofci kroku, przy ¢ = oo}

B) ze stalym, zalozonym z géry wspdlczynnikiem diugoéci
kroku ¢;

C)z poszuklwamem najkorzystniejszej wartosci wspdtczynni-
ka @.

Przedstawimy tu procedurg¢ jednej iteracji metody drugiej wa-
riacji dla wariantu B); modyfikacje procedury dla innych warian-
téw sa dosé oczyw'tss . Iteracja zaczyna sie¢ od arbitralnie wybra-
nego sterowania u Na poczatku i~tej iteracji nalezy wykonad
punkty a, i b, procedury metody gradientu, Punkt ¢, procedury

ulega rozszerzeniu;
) c. Scalkowaé réwnania sprzezone (490Q), dla znanych u(l) \(1),

" obliczajgc gradient - ¥ i) = —i%u,—)- wediug wzoru (49’1)



oraz ewentualnie jego norme (492), stuzacg dla oceny odleglosci
od rozwigzania optymalnego. Ponadto obliczyé macierze

2 .
du(..) . %m(..). am(..). u(..) a°u(..)
vdun. ’ Bl_x' ax ! ax dx ' dx'dy ’ du' dw

-jako funkcje czasu symbol (...) oznacza tu oczywxscue zaleznoé¢

od (,J(l), 5(1), g(l), t, zad macierze 9 Ig( ); 9 H("');'

= ¥ du dydu
azH(...) 3 fk<"‘)
————" uzyskuje si¢ przez transpozycjg¢ oraz macierz

ay'ox dx' dIx
d. Scatkowal réwnania jednorodne dla wariacji
Jg(? - érfi/]) x (x) sy,
s (510)
SG) _ @) (1)
O'Es ’_AZ’I J§S d_ﬂs
gdzie indeks '"s' ognacza rozwigzanie swobodne (r6wnania jedno-
rodnego), za$
‘ : -1
L6 %HC..)  @ul..) [aZH(...) . 11] 8°H(...)
11 ay'dx 9y du du' du [ du dx '
-4
RO aZH(...>[aZH(...> Ca | EL),
12 dy'du du'du [ duw'ay
) (514)
- -1
A0 2%uC.), daC..) [e’EC..) _11} Hl...)
21 dx' 9x dx'du | duwdu Q du 9x

W0 L), o%H...) [azﬁ(...) 1 ]'1 ul..)

Ayp 7 - dxoy 9% ou- v du ?‘l du 0y

Réwnania (510) i macierze (511) wynikaja oczywidcie z podsta-
wienia wzoru (509) do wzordw, I&SO‘I (505) przy pominigciu skiado-
wej, zaleznéj od gradientu

Réwnania (570) nalezy sca{kowac przy_warunkach poczatkowych
éx(l) (t )=0, d't,)(l)(t )= eq = [’I 0 0,...,0] , @ nastepnie powto-
rzyé calkowame ’cych réwnafl n-krotnie przy JL,J (t ) = =

[0 0,...’1,...,0] az do d'g\l)(t = = [0 0,...,’1] Kolejne

wartesSci rozwxqzan dx (t ) wyznaczaja tzw, macierz tranzycyjna



Q<l) (tk, t, ), za$ kolejne wartoSci rozwiazad d'y(l)(tk) - macierz
tranzycyjnz; QZZ (tk, to )8 macierze te okreélaja wartodci koficowe

wariacji Jx i d'y<l) przy dowolnej postaci warunkdw poczatko-
wych dy (ts ) wedhug® wzoréw

00 = 88 o 1) 833

N . o <5']2)
o) = 88 @, ) a0 ).
e, Scatkowaé¢ réwnania peine dla wariacji
559 2 40 50, 0 O 0 6

1 T (513)

@G) - é;) 6;_;(‘>+ égiz) 0"9(1) B ES) iﬁ)J

gdzie

W_  ami..) [azm...) 1]

By = - 3y du du du _?l !
(514)

T ax‘du du du

G) _ %ul..) |fuc..) 1. |7
B2~ [ '?1] ’

Réwnania (513) i macierze (5’14) wynlkajq oczywxsme z podsta-
wienia wzoru (50_9) do wzordéw (504) (505) z uwzglednieniem skia-
dowej, zalezpej od gradientli S Réwnania (5']3) nalezy

scatkowal przy zerowych warunkach poczatkowych d&x : (to) =4,

i
»6'\0( )(t )=_, obliczajac tym samym wartoSci kofcowe rozwiazania
_szczegllnego réwnaf peinych 5x( (t i (l)(t ).

f. Obliczyé wlasciwe warunkx poczatkowe d'zp(l)(t ), zapew-
niajace spelnienie warunkdéw koficowych (zgodnych ze wzorem (506),
postugujac si¢ wzorem

6Q(i)(t = {(b(l) tot,) +

Bx’ ax 3xdx

3% (..) -1 P (.) .
* : A ‘1’ G (tk:t )] [W(i)(t )+ —k—‘t&ts)(tk) (515)



a nastgpnie jeszcze raz 'scatkgwaé pelne réwnanie (513) dla waria-
cji przy tych warunkach poczatkowych, wyznaczajgc wladciwe wa-
riacje d'g(l 6y i), Dalej obliczyé wariacj¢ - du\l) wedlg wzoru
(515) kiadac § = 1 oraz nowe sterowanie
i+ 2 2
l_1<‘ 1) =‘B(1) N Jg(l). (516)
Ze wzgledu na to, ze nie mamy kryterium wyboru sterowania
ul dla pierwszej iteracji, musimy r’ozwa'z%ré trzy nastgpujgte przy-
padki zalezne oczywiscie od wybranego wu't

~8%m

I gdy macierz T jest ujemnie okres$lona,

II gdy macierz aZH jest dodatnio okreSlona

1 gdy EREIT J s

. ’ BZH .

IE[I gdy macierz TS nie jest okreélona;

8’ Py ;

macierze . Ty obliczamy wazdiuz u = gl(t), gdzie ul(t) jest

=

7
zatozonym d%a -tej iteracji sterowaniem,

ad I, W tym przypadku wektor 6u(t) wyznaczony ze wzoru
(515) daje w istocie najmniejszg warto§¢ AQA i AQ. Mozna
-wigc stosowal bez zastrzezefi warianty A,B i-C metody drugiej
wariacji. ’ ' :

ad II. Ze wzgledu na fo, iz wzér (515) dla g — —o daje za-
mipst kierunku poprawy wskaZnika jako#ci, kierunek jego -pogar-
szania si¢ naleZy zmienié znak ¢, wyznaczy¢é 6u maksymalizu-
jace przyrost wskaZnika jako$ci ograniczony do dwu pierwszych
wariacji, zmienié na przeciwny wyznaczony kierunek du, czyli
zamiast Su -wzigé -6u jako kierunek poprawy sterowania W przy=
padku tym nalezy wigc wyznaczony w wariancie A kierunek éu
zmienié na przeciwny, w wariancie B zmienié znak zatozonego
¢ i wyznacéony kierunek 6u zmieni¢ na przeciwny, w warian-
cie C wybiera€ najlepsze ¢ spoéréd ¢ < 0.

ad III. W tym przypadku &u wyznaczone ze wzoTu (515) dla
¢+ oo nie jest ani kierunkiem poprawy ani pogarszania si¢ wskaZ-
nika jakodci. Wydaje sie¢ wigc sensownym zaproponowaé co nastg-
puje: ’

Przy za!oZonyEn dla iteracji, w ktdérej wystapita nieokreélo-
no§é macierzy IuoT sterowaniu wykona€ tyle krokéw metoda

H
gradhe_ntu lub gradientu sprzgzonego az dostaniemy %ﬁ dla no-
wego sterowania okreSlone dodatnic lub uwjemnie, Propozycja ta
jakkolwiek istotnie komplikuje algorytm obliczeniowy wydaje sig



jednak do: przyjegcia, gdyz metoda drugiej wariacji w przypadku I
i II jest metoda bez poréwnania szybciej zbiezng niz metody gra-
dientu i gradientu sprzgzonego, .

Zauwazmy, ze w wariancie A metody drugiej wariacji pro-
cedura obliczeniowa' si¢ nie zmienia, a jedynie w odpowiednich
wzorach . znika wyrazenie 11, W wariancie C niezbedne byitoby
wielokrotne powtarzanie punktéw d, e, f procedury przy réznych
¢ oraz poszukiwanie najkorzystniejszej wartoéci ¢ . Dlatego tez
korzystniej jest stosowal nieco odmienng postaé wariantu z poszu-
kiwaniem najko_rzystniejsze?j) diugosci kroku, a mianowicie wariant
D: wyznaczaé wariacj¢ uM/ tak jak W wariancie.A (bez ograni-
czenia dingodci kroku), za$ nastepnie poszukiwaé najkorzystniej-
szego wspétczynnika w w réwnaniu

o2 gy e @), (517)

» Schemat dziatania tego wariantu metody drugiej wariacji przed-
stawiono na rys.78. Zalozono tu, Ze obliczenia koficza sie po da-
nej liczbie iteracji I, Widoczne jest, ze struktura algorytmu jest
podobna do struktury algorytmu gradientu - por.rys.?3. Wariant
.D metody drugiej wariacji rézni sie od metody gradientu zwykde~
go czy sprzezonego tylko tym, ze wyznaczony jest mozliwie najko-
rzystniejszy kierunek poszukiwad du\'/ - taki, ktéry dla proble-
'mu liniowo-kwadratowego byltby kierunkiem idealnym,. Jesli norma
gradientu jest niezerowa, to kierunek ten zapewnia zmniejszanie
sig¢ funkcjonatu jakoSci - a wiec - zbiezno§¢ metody. Pedobnie wa-
riant C i wariant B przy dostatecznie matym ¢  sa zawsze zbiez-
ne; wariant A mo%e nie by¢ zbiezny, jesli problem rézni sie
znacznie od problemu liniowo-kwadratowego.

Jednakze dla wickszo§ci probleméw nieliniowych nawet wariant
A jest bardzo szybko zbiezny, co jest giéwnag zaleta metody; jej
oczywista wada jest zlozony. program oraz duza pojemno$<¢ pamie-
ci i naklad obliczed, niezbednych dla dokonania jednej iteracji. Po-
nadto réwnania sprzegzone dla wariacji rozwigzywane s w natural-
nym kierunku biegu czasu, co uniemezliwia zastosowanie metody

" dla probleméw z opdéZnieniem oraz bardziej zlozonych problemdéw
sformulowanych w postaci dyskretnej, a takze utrudnia jej zastoso-
wanie we wszystkich przypadkach, gdy réwnania sprzezone sag sil-
nie niestabilne.

Podstawowe .idee oraz wiasnoes$ci metody drugiej wariacji wy-
jadnia nastgpujacy prosty przykilad, bezposrednio nawigzujacy do
przykiadéw 1 i 2, Poniewaz rozwazany problem jest liniowo-kwa-
dratowy, zastosujemy tu wariant A metody, ktéry powinien za=- '
pewnié okreflenie trajektorii optymalnej w ciggu jednej iteracji.
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Przyklad 3

Dany jest problem jak w przykladzie 1, ktérego rozwigzanie
analityczne okre$laja wzory (1.6), {(4.7). Przypominamy, ze ha-
miltonian problemu i jego gradient maja postaé

2 2
- b *x . 2 2H
H = - 2-'*'('1\.1, -§= au-w-u, (3.’1)
za$§ réwnania stanu i réwnania sprzgzone
% = u Y = x. (3.2)

(1)

Zakladajac u = 0, uzyskuje sig¢ w punktach a., b. i c.
procedury :

oo WWmyax fVex G.3)

W punkcie ¢, procedury nalezy dodatkowo obliczyé macierze
drugich pochodnych czastkowych hamiltonianu., Sg one w rozwaza-
nym przypadku state, niezalezne od y, x, u oOraz numeru itera~
-cji : ’

2 2 2

du ax wox
(3.4)
a%m o atu ,
dpdx 7 dpdu
i analogicznie, pon "f—i[x (T)]Z
ana gicznlie, poniewaz k = 2 - X
Bsz
2 = 1. - (3.5)
dx

‘W punkcie d. nalezy wyznaczy¢ macierze tranzycyjne przez
wielokrotne catkowanie réwnafl jednorodnych, Rozwazany problem
jest pierwszego rzg¢du i réwnania jednorodne dla wariacji majg po-
staé

%

i)

.6'1'1'

5 (3.6)
é'q) = dx,

Wystarczy catkowaé tylko raz dla §x

.w réwnaniach tych nie wystgpuje czynnik

—

0)=0, 6&ylo)=1;

, gdyz w wariancie A

~ol-4



metody- zakladamy ¢ = ee i réwnania (510), (511) ulegajg odpo-
wiednim uproszczeniom, Catkujac réwnania (3.6), otrzymujemy
jednoelementowe macierze tranzycyjne - skalary gqp, @pp - OTAZ
rozwigzanie ogélne réwnafi jednorodnych w postaci:

= shT; = chT ; xS(T) = us(o)°shT;

€12 922

(3.'7)
y (T) =y _(0)-chT,

niezaleznie. od numeru iteracji. Widoczne jest, ze gdyby caltkowa- ’
nie réwnad (3.6) odbywalo si¢ na drodze numerycznej, zas§ warto-
Sci parametyu T byly duze, to rozwigzanie tych réwnafi miatoby
_silnie niestabilny charakter, i nalezaloby precyzyjnie okre$li¢ do-
ktadno§¢ obliczed poczatkowych wartodci wariacji dla osiggniecia
pozadanej doktadnoéci ich wartoci koficowych oraz dla unikniecia
nadmiaréw w maszynie cyfrowej.

W punkcie e, procedury nalezy scatkowaé réwnhnia niejedno-
rodne dla wariacji

§x=bu-y (.8)
&Y = 6x

i uzyskal rozwiazanie szczegblne dla 6x(o) = 0, d'y(o) = 0,

() @)y

Poniewaz -} wigc otrzymujemy

w _f . .
pr -fch(t-r) Xdr = X sht;

4 (3.9)
’5,”(;) =/sh(t - r)-Xdtr =X(cht - 1).
0

W punkcie f procedury podstawiamy uzyskane wartodci
(1)(T) i Sy )(T) do wzoru (1.89), okredlajac wiadciwa war-

to§é warunku poczqtkowego qu< )(o)

() -1 -T .
6y  /(0) = ~{chT + shT) .X(-1+cht +sht) = X(e~~ - 1), ~(3.10)
a nastepnie catkujemy réwnania (3.8) przy tym warunku poczatko-~
wym oraz &x(o) = 0, uzyskujac

x(1) = X(e_T - 1) sht + Xsht = Xe'Tsht,
(3.11)

(’I) - 1) cht + X(cht - 1) = Xe “Tent - x



-o»raz okreflajac wariacje Ju(q) wedtug wzoru (509) przy ¢ .= ‘oo
e = o™ 4 5 - xe Tens, G.12)

Da'ne‘ poczatkowe dla drugiej iteracji

@) @

= Xe~ cht; x' = 'Xe-Tsht B (3.13)
stanowia juz rozwigzanie optymalne.

w przyk):adzie powyzszym widoczne sg zaréwno zalety, jak i
wady metody drugiej wariacji - z jednej strony bardzo szybka
zbieznosé, zas z drugiej - konieczno$§¢ rozwigzywania réwnaf
sprzgzonych dla wariacji w naturalnym kierunku biegu czasu.

(kom.ec przykiadu 3).

W artykule [11] podane sa miedzy innymi wyniki obliczed nu-
merycznych metodami gradientu zwyklego, sprzgzonego i drugiej

wariacji dla problemu

& - 2 . -
% = (’1 - xz)x,]-x2 + uj X’I<°)_ 0,

Y
n

2 =%y i ox,(0) =3, (518)

10
2 2 2
Q—‘!(x1+x2+u>dt, fk-—O.
Warto$ci wskaZnika jakoSci w kolejnych iteracjach dla tych
trzech metod przedstawia rys.79.
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Widoczna jest znaczna przewaga szybkosci zbieznofci metody
drugiej wariacji nad metodami gradientu.

9.2.5, Metody poSrednie

Poérednie metody podstawowe stanowia w istocie rzeczy roz-
maite metody rozwigzywania réwnaif rézniczkowych ekstremal, dla
ktérych dane sa zaréwno warunki poczatkowe, jak i pewne warunki
koficowe. Jefli bowiem znana jest analityczna zaleznogé sterowa-
nia optymalnego od zmiennych stanu i zmiennych sprzgzonych w
postaci (483), to podstawiajac. ja do réwnad stanu i réwnafl sprzg-
zonych uzyskuje si¢ kanoniczne réwnania ekstremal

x=i(aly 5 )0, .
st o ' (519)
y= a—go— (x 9, % t) t) ~ —?%, (= @ ys % £ Dy

gdzie rézniczkowanie funkcji fo i f dotyeczy oczywiscie tylko
ich bezpo$redniej zaléznoéci od stanu x, a nie zaleznodci poéred-
niej, przez funkcjg¢ ¢. Réwnania (519) dogodnie jest niekiedy roz-
patrywaé w ujednoliconym zapisie '

z=hz th z= {xny}; dimaz=20 (520

Warunki poczatkowe dla gg(to) sg dane, _L,)_(to) - swobodne,
Warunki kodcowe sa rozmaitej postaci i wynikaja z warunkéw
transwersalfodci. Przeciwnie niz w metodach bezposrednich, dla
metod poérednich dogodnie jest zakladaé, ze keoszty koficowe nie
wystepuja w zadaniu, a wige f) = 0. Jesli tak nie jest, to mozna
zmodyfikowaé zadanie pierwotne, przyjmujac nowa funkcj¢ podcal-
kowa wskaZnika jakoéci o postaci )

a1, G, t) 8f, (x, t)

m ,
£ G u V=1 G u t)+T£&, u, t)+ i (521)-

i pomijajac koszty kodcowe fk(g(tk), tk) . Nowy wskaZnik jakofci
rézni sie od pierwotnego jedynie o stala wartodé fk(ﬁ(to), to)'
ktéra tatwo obliczy¢ z danych zadania, Mozliwe jest przy tym roz-
patrywanie zaréwno zadaf ze swobodnym, jak i danym czasem kofi-
cowym tp; Ograniczymy sig tu jedynie do oméwienia probleméw.
z danym ty, zaktadajac warunki koficowe dla ekstremal

g
Ek(§<tk>)= o a—; (z(tk)) 6x, =0 dim g = ken, (522a)

viy) §x =0. (522b)



Réwnanie (522a) okreéla pewna (n-k)—wymiarowq rozmaito§<é
dopuszczalnych stanéw koficowych, Warunek transwersalnoéci
(522b> wymaga, aby koficowy wektor sprze¢zony byl normalny do
tej rozmaitodci; jest on zatem réwnowazny (n-K) warunkom, wig~
Zgcym sktadowfe wektora 'ﬁ(tk) i ;_c(tk) W sumie uzyskuje sie za-~
tem n warunkéw, okreflajagcych w peini rozwiazanie téwnafd réz-
niczkowych (519) tacznie z n  warunkami poczatkowymi. Warunki
transwersalnodci (522b) nalezy na ogét rozwiktaé na drodze anali-
tycznej, doprowadzajac je lacznie z réwnaniami (522a) do wspdlnej
postaci

&(’—‘(tk)’ Y<tk)) = g(g(tk)) =0, dim g =n, (523)

Zadanie odszukania wiasciwej-ekstremali problemu jest wiec
nastgpujace: nalezy rozwiazaé réwnanie ekstremal (519), lub, co
réwnowazne (520), przy warunkach poczgtkowych g{_(to) - %5 = 0
oraz warunkach koficowych (523), Po wyznaczeniu optymalnych tra-
jektorii stanu x i sprzgzonej y okreslenie sterowania optymal-
nego wedlug wzoru (480) jest jug trywialne,

Zadanie powyzsze mozna rozwigzaé na wiele sposobéw, Jeden
z nich polega na wykorzystaniu metody Newtona w przestrzeni fun-'
keyjnej. Formuluje si¢ w niej réwnania jednorodne dla wariacji,
stanowigce linearyzacje réwnas (520)

. dh
6, =3, (@ t) sz, (524)

a nast¢pnie réwnania niejednorodne dla wariacji takie, ktére po-.
winny by¢ spelnicne aby przy arbitralnie wybranym przebiegu AU

poprawioﬁy przebieg - g_l + 6z speinit w pierwszym przyblizeniu
réwnanie: (520) .

62 =22 (Y ). o A ) -2, (525)
Wyznaczajae czeéciowe macierze tranzycyjne na podstawie
réwnania (524) i znajdujac rozwigzanie szczegdlne réwnania (525)
przy warunkach poczatkowych zerowych, mozna tak dobraé warun-’
ki poczatkowe na 6,0 aby przebieg =z + 6z speinit w pierwszym
przyblizeniu takze i warunki koficowe (523); metoda postgpowania
oméwiona dekiadnie w [’16] jest tu analogiczna do opisanej w pro-
cedurze obliczeniowej metody drugiej wariacji. Dla lepszego zro-

zumienia metody Newtona w przestrzeni funkcyjnej zaleca sig
przeanalizowanie jej schematu dziatad, przedstawionego na rys. 80,
poréwnujac go z rys, 78, W schemacie tym przyj¢to zakoficzenie
obliczefl po danej liczbie iteracji I; po zakoriczeniu iteracji oblicza
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si¢ sterowanie, wskaZnik jako$ci oraz morme ostatniej wariacji d,.
Punktem wyjécia dla metody Newtona jest wigc arbitralnie wybra<
na absolutnie ciggia funkcja czasu 2z, speiniajgca dane warunki po-
czatkowe, lecz niekoniecznie speiniajaca warunki koficowe (523) i
oczywiécie na ogdl nie spelniajaca réwnaf ekstremal (520). Nastep-
nie obliczana jest odpowiednia poprawka - wariacja 6z. Je$li réw-
nania ekstremal (520)1 warunki kofcowe (523) sa liniowe, to spo-
séb obliczania tej wariacji powoduje, ze juz po pierwszej iteracji
funkcja czasu z + &z speinia te réwnania i warunki, stanowiac
rozwigzanie problemu; zachodzi to migdzy innymi dla wszystkich
liniowoskwadratowych priobleméw optymalizacji. Jeéli réwnanie eks-
tremal lub warunki koficowe sa nieliniowe, to nalezy dokonywafl
kolejnych iteracji.

Mozna udowodnié - por. L7) - Ze metoda Newtona jest zbiez-
na i to niezwykle szybko, jesli tylko zalozone przyblizenie poczagt~
kowe jest dostatecznie bliskie rozwigzania. Dla przyblized poczat-
kowych odlegtych od rozwigzania metoda Newtona moze by¢ roz-
biezna, co stanowi jej podstawowa wadeg, Druga jej wade - wspdl-
na z wigkszoéciag metod poérednich oraz z metodsg drugiej waria-
cji -~ stanowig oméwione wyzej niedogodnofci, wynikajace z roz-
wigzywania réwnad sprzezonych w naturalnym kierunku biegu czasu.

Podstawowe idee i wlasnodci metody Newtona w przestrzeni
funkcyjnej wyjaénia nastepujacy prosty przykiad - nawigzujgcy do
przykiadéw poprzednich. .

Przykiad 4 .

Dany jest prpblem jak w przykladzie 1, ktérego rozwigzania
analityczne okreélajg wzory (1.6), "'7)- W problemie wystepuje
wprawdzie niezerowa funkcja kosztéw koficowych fi, nie stwarza
to jednak komplikacji, gdyz warunki transwersalnofci maja sto-
sunkowo prosta postal, Sterowanie optymalne, maksymalizujace ha-
miltonian (1, 3) daje sie wyrazi€ w postaci

w= ¢ly, x)=y (4.1)

Po podstawieniu tégo sterowania do réwnaf stanu (1.1) 3
sprzezonyeh’ (1.4) uzyskuje sig réwnania ekstremal :
I (4.2)
G) = xl
stanowiace przyklad réwnaf (519) 1ub (520), Warunki transwer'sal-
noéci (1.5) mozna przepisal w postaci analogicznej do (5213)
g(x(T), y(T)) = X -x(T) -y(T) =0, -  (4.3)

Nalezy wigc ro;wiqzaé réwnanie (4,2) przy warunku x(OL) =0,
tak dobierajac \.J(Ol), by speiniony byl warunek (4. 3), Poniewaz -



réwnania (4.2) sg liniowe, w zasadzie nie jest tu konieczne zasto-
sowanie metody Newtona i wprowadzenie réwnafd dla wariacji; jed-
nakze bedziemy tu postgpowal tak, jak gdybyémy mieli do czynie-
nia z ogdélnym przypadkiem nieliniowych réwnafi ekstremal, Ponie-

waz funkcja h dla réwnad (4.2) i odpowiednia macierz g_lzl maja
postad z
. : 0 1
' dh .
z={xmu}ls by)=[v. x]s 3= (4.4)
1 0 ’

wiec réwnania jednorodne (524) dla wariacji przyjmuja postal

(4.5)

(sg one w istocie réwnowazne réwnaniom ekstremal (4.2), co za-
chodzi oczywidcie dla wszystkich liniowych jednorodnych réwnain
ekstremal), za$ réwnania niejednorodne (525) dla wariacji wyraza~
ja sig wzorem .
. 1 L1
6% é‘u+w(>-x(),

]

(4.6)
) =6x +x -9,

1) () 1 ()

gdzie: X% 7, x5, § T, W - poczatkowe, arbitralnie zatozone
trajektorie stanu i sprzegzone, nie-
koniecznie spelniajace réwnania
(4.2) i (4.3).
Podobnie jak w przykladzie (3) - por, wzér (3. 7) wyznaczymy
czeSciowe macierze tranzycy_]ne dla réwnania (4.5)

§x(T) = 6y _(0) suT; 6y (T) =y _(C)ehT. (4.7)

Gdyby$my wyznaczali te macierze na drodze mumerycznej, wy-
stapilyby omawiane wyzej trudnofci z rozwigzywaniem niestabil-
nych réwnafi rézniczkowych, '

Zaktadajac na przykilad x(,l) =0, 10(1) = %(— (przy czym wa-
runki poczatkowe dla x(0) sa spelnione, ale warunek transwer-
salnosci (4.3) nie jest spelmony) uzyskujemy rozwiazanie szcze-
gélne réwnail niejednorodnych dla Warl.ac_)l (4.6) pPray

(Dray (143
JXP (0) = o, o”up (0) = o0, ’ (4.8)



M_x (1)
dx = sht; 6'(,Jp

4

N > = 32(— (cht - 1), (4.8)

analogicznie jak w przykladzle 3 - por., wzdér (3. 9). Wiedzac, ze
rozwiazanie ogdlne ‘réwnai (4, 6)dla t=T wyraza si¢ wzorem

ex Ty = ags(f ) + JXS)(T) S EPY OIS
(4.9)
Ju(’l)(T)ttﬁ)s(T) +cw;“)('r) = [’—2( +6l,)s(»o)J ¢hT - ’7‘

nalezy teraz tak dobrad warunek poczatkowy 6'14) (0) aby trajekto-

1
+ éx (,O ( )+ Jw speiniaty warunek transwersalno-
Sci. (4. 3), ktéry mozna przepisal w postaci

rie

: X X
- | = t - — = )
X [2 + cﬂ,:s(o)] shT [2 +o"ws(o)]chT o, {4.10)
skagd wynika

sy _(0) = x(e'T - %} 4.11)

Zakladajgc warunki poczatkowe 591(1)(0) = 5LJ (O) i d’x(q>(x0)=0
dla réwnania pelnego wariacji (4.6), uzyskujemy .

(1) (1) -T

- X
= Xe Tsht; 6y’ = Xe “cht - = (4.12)

x 5

oraz poprawione trajektorie stanu i sprze¢zone

L) ) () -T OO NPAOA

+6x" ' = Xe = shT; + Cﬂ,} XeTcht,  (4.13)

ktére speiniaja juz zaréwno réwnania ekstremal (364), jak 1 wa-
runki transwersalnosci (4.3), W tym wigc konkretnym przykladzie
osiggamy za pomoca metody Newtona rozwigzanie optymalne juz
po pierwszej iteracji.

(koniec przykiadu 4)

Inng grupg¢ metod rozwiazania zagadnienia wyznaczenia wla$ci-
wej ekstremali problemu optymalizacji stanowia metody przeszuki.
wania ekstremal. Polegaja one na poczatkowym arbitralnym zatoZe.
niu warunkéw poczatkowych dla zmiennych sprzgzonych L,J(to)= Yoo
sprawdzeniu niezgodnoéci warunkéw koficowych, wyrazajacych sig
przez wartoSci funkcji g(x(tk) l,J(tk)) a nastg¢pnie na takiej or-



ganizacji przeszukiwania warunkéw poczatkowych, aby speini¢ dane
warunki koficowe. Do organizacji przeszukiwania stosuje sig dowol
na metodg poszukiwania ekstremum funkcji wielu zmiennych, czyli
optymalizacji statycznej; ‘na ogdt stosuje :si¢ metody bezgradiento-
we, np. Rosenbrocka, Wprowadza sig¢ w'tym celu funkcj¢ odchyle-
nia od warunkéw koficowych, na przyklad o postaci

Ky,) = g (xlt, v ) vio w))Ag (=, v ) vy, w), (526)

gdzie macierz A jest arbitralnie wybrana macierza diagonalng o
elementach dodatnich - na przykiad jednostkowa - oraz gdzie za-
znaczono zaleznodé warto§ci koficowych stanu i zmiennych sprzgzo-
nych od warto$ci poczatkowej Y, = yltg).

Funkcja K(yo) w wiekszoéci przypadkéw nie jest okreélona w
postaci analitycznej, a jej wartodci moga by¢ wyznaczone jedynie
przez numeryczne obliczenie wartosci g(tk, 590)' !E(tk’ q)o) i pod-
stawienie tych wartoécl do wzoru (526). Jeéli rozwigzanie proble-
mu optymalizacji istnieje, to dodatnio okreslona funkcja K(yo) po-
siada minimum globalne, réwmie oczywiScie zeru jesli y  jest
poszukiwana,. wiasciwg wartoécia poczgtkowa zmiennych sprzezo-
nych, Wystarczy wigc zastosowal jakakolwiek metode¢ optymaliza-
cji statycznej dla okreflenia wladciwej wartodci Yo

Charakter zbieznoéci takich metod przeszukiwania ekstremal
zalezy wigc od charakteru zbieznosei odpowiedniej metody numery-
cznej optymalizacji statycznej. Poniewaz zastgpczy problem staty=-
czny jest n-wymiarowy, przeto zbiezno§é metod poszukiwania eks-
tremal jest z reguly znacznie szybsza, .niz innych metod optymali-~
zacji dynamicznej, Wada metody jest: natomiast koniecznos¢ wielo-
krotnego - rozwigzywania réwnafl ekstremal, ktdre w przypadku
ogélnym sa nieliniowe.i zazwyczaj niestabilne. Fakt ten utrudnia-
oceng zakresu zmiennofci wspdtrzednych stanu i sprzezonych, nie-
zbedna przy maszynowym rozwigzywaniu problemu; ocena tego za-
kresu jest stosunkowo prosta jedynie w przypadku niestabilnych
réwnaf liniowych, W tym wigc punkcie metoda Newtona, wymaga-
jaca rozwigzywania tylko réwnafi liniowych, ma przewage nad me-
todami przeszukiwania ekstremal, Je$li jednak zagadnienie oceny
zakresdéw zmiennoéci wspélrzednych stanu i sprzgzonych jest juz
rozwiazane, to metody przeszukiwania ekstremal wymagajg zazwy-
czaj znacznie mniejszego mnakiadu obliczed niz metoda Newtona czy
jakiekolwiek inne metody. -

Podstawowe idee i wiasnoéci metody przeszukiwania ekstremal
wyjaénia nastepujady przyklad nawigzujacy do przykladéw poprzed-
nich,

Przykiad 5 : .

Dany jest problem jak w przykiadzie 1'i dalszych, ktéregoe
rozwiazanie -analityczne okreélajg wzory (1.6), (1.7). Réwnania



ekstremal dla tego problemu maja postaé - por. wzér (4.2)

X =y
v (5.1)

za$§ warunek kodicowy
g x(T), ¥(T) = X - x(T) - w(T) = 0, (5.2)

Zalezno$¢ rozwiagzad réwnafl ekstremal od warunku poczatko-
wego q}(o) moze byé np, w tym prostym prazykiadzie wyznaczona
w postaci analitycznej. Przyjmujac x{o) = 0, y(o) = y, uzysku-
jemy

x(T) = p,, ohT; y(T) = y, cht. (5.3)

Przyjmujac we wzorze (376) macierz A = 1, wyznaczamy
funkcje K(\po) w postaci

2 T2
K(q)o) = (X -y, shT -y chT) = (X - y e ). (5.4)

' W tak prostym zadaniu znajdujemy natychmiast wartoéé Yo
zapewniajaca minimum funkcji K(\po)

W, = Xe T (5.5)

oraz odpowiadajaca tej warto$ci wiadciwg ekstremale

-T -T
= Xe  sht; l’;\1= Xe " c¢ht, (5.6)
stanoleCQ rozwigzanie zagadnlema optymalizacji i wyznaczajaca
sterowanie optymalne = 9.

(komec przykiadu 5),

Z ‘przedstawionych wyzej przykiadéw wynika jasno przewaga
metod przeszukiwania ekstremal nad metoda Newtona, a takze in-
nymi metodami numerycznymi optymalizacji dynamicznej w przy-
padku, gdy réwnania ekstremal s3 liniowe i pod warunkiem, ze ich
niestabilnoéé nie nastrecza wigkszych trudnoéci. Oczywiécie, prze-
waga metod przeszukiwania ekstremal nie dotyczy przypadkéw prob-
leméw z opSZnieniem czy nietrywialnych probleméw dyskretnych,dla
ktérych metody przeszukiwania ekstremal czy metoda Newtona nie
moga by¢ w ogéle zastosowane ze wzgledu na kierunek rozwigzywa-
nia réwnafl sprzg¢zonych,

9.3, Przykiad dwupoziomowej metody optymalizacji

Idea wielopoziomowego wyznaczania sterowania optymalnego
jest dos¢ naturalna. Naklad obliczed zwigzany z okredleniem ste-



rowania optymalnego roSnie zazwyczaj z kwadratem lub szeécia=
nem wymiarowo$ci problemu., Rozbicie (dekompozycja) problemu
caloéciowego na szereg probleméw czgSciowych moze wigc znacz-
nie obnizyé naklad obliczef. Niezbegdne jest jednak przy tym -
z wyjatkiem przypadkéw trywialnych - zastosowanie algorytmu nade
rzgdnego (wyzszego poziomu), koordynujgcego wyznaczania stero-
wania optymalnego dla probleméw czedciowych tak, aby wyznaczo-
ne w koficu sterowanie bylo réwniez optymalne dla problemu cafo-
Sciowego. Nadrzedny algorytm koordynacji jest zwykle algorytmem
iteracyjnym, wymagajacym powtarzania rozwigzad problemdéw czg-
gciowych, Oczywistym warunkiem zmniejszenia nakiadu obliczed
w metodzie wielopoziomowej w poréwnaniu z wybrang metodg jed-
nopoziomowsa jest, by zmniejszenie nakladu obliczef na skutek de-
kompozycji przewazalo nad dodatkowym nakladem obliczed zwiaza-
nym z koordynacja.

Niech na przyklad problem catoéciowy, rozwigzywany metodg
jednopoziomows, wymaga nakladu obliczef -

I =7 n% (527}

gdzie: J, - wspdiczynnik,
n' - wymiarowo§¢ problemu,
o - wykladnik o warto$ci 2 do 3.

Zalézmy dalej, ze problem ten mozna podzieli¢ na p prob-
leméw czeéciowych o wymiarach % (zatozenie to jest do§¢ silne,
gdyz przy dekompozycji czgsto wzrasta lgczna wymiarowoé¢ prob-
leméw czgéciowych), Rozwiazanie dwupoziomewe tego problemu
bedzie wymagato nakladu obliczes

ny* )
3 =k [JO(S) + Jq} , (528)
gdzie: k - ile§é powtérzed procedury koordynacji rozwigzad, za$
J. - naklad obliczed zwiazany z koordynacja w danej pro-

1
cedurze.

Zazwycza] J, jest pomijalnie mate, a wige zmniejszanie na=
ktadu obliczed dzieki metodzie dwupoziomowej wyraza si¢ wzorem

: 3 .
J_—d ~1x p~ T, J—d <4, " jesli k<pL (529)

C <

W literaturze - np. [9], [’14] - podano szereg algorytméw
wielopoziomowych optymalizacji dynamicznej. Tutaj przedstawio-
ny bedzie jedynie pewien szczegdlny przypadek algorytmu wielo-
poziomowego. Dotyczy on probleméw, w ktérych wskaZnik jako-
§ci nie daje sie przedstawié w postaci sumy wskaZnikéw jakosci
probleméw czeéciowych (jest nieaddytywny).



Zakladamy, ze problem catoSciowy daje sig podzielié ma p
probleméw czegSciowych, oznaczonych indeksem g (g=a,...p),
o zmiennych stanu xp i sterowaniach ug. Dla uproszczenia zac
ktadamy, 2ze procesy czeSciowe maja niezalezne rdéwnania stanu

%= faleg ups th B =a,...p (530)

oraz niezalezne warunki poczatkowe i koficowe.
WskaZnik jakoSci natomiast zawiera skiadows, zalezna od sta-
néw i sterowad wszystkich proceséw czesdciowych
tk

1]
Q= [ £ (xg ug, t) + 1 (x, ,onc, (531)
[N

gdzie x 1 u sa caloSciowymi wektorami stanu i sterowania
§={xa,...5iﬂ,...xp}; g={ua,...uﬂ,...up}. (532)

Wskaznik (531) moze byé podzielony na szereg wskaZnikéw
czgdciowych przez wprowadzenie zmiennych koordynacyjnych - fun-
keji czasu Mg, Myg

tl(
Qy =f[foﬂ@,3, ug, t) FXxp exs F Tug - ug)dt, (533)
to

Catosciowe wektory zmiennych koordynacyjnych moga byé za~
pisane w catofci

1x ={gxa R S gxp}; f_tu=[gua voeTyge.- gup} (534)

Algorytm dwupoziomowej optymalizacji dla takiego problemu
jest nastepujacy. Przy zatozonych zmiennych koordynacyjnych
i

ﬁ(1)

x 3 Tg 2 W i-tej procedurze koordynacji rozwigzuje si¢ za po-
mocg jakiejkolwiek metody podstawowej p niezaleiznych problemdw
czedciowych poszukiwania minimum funkcjonatdéw (533) przy wigzach'
rézniczkowych (530) i odpowiednich wapunkach kraficowych, W wy-
niku uzyskuje sie trajektorie stanu xM/ i sterowania u‘\l/, ktdre
pozwalajg na ulepszenie zalozonych zmiennych koordynacyjnych
wedlug wzoru

Zalozenie to nie jest konieczne, jednakze nie przyjmujac go
nalezatoby tu oméwié takze i inne metody wielopoziomowe, ktdre
nalezy wykorzystal przy braku tego zatozenia,



) of :_g(i), g(i), t)

ﬂ}({i+'|) = (- 9)1"(‘1 +9 ow o i
| 0.0 o
g 0t [x, e
W -9>£%)'+9*“———°’"( R )

gdzie ¢ - wspélczynnik diugosci kroku.

W pracy [’IG] wykazano, ze algorytm koordynacji (535) jest
zbiezny monotonicznie dla dostatecznie malych ¢, czyli ze warto-
§éci funkcjonalu catoéciowego (531) maleja przy kazdej iteracji, w
ktérej :I_t}(:+1) # 1_'[)(:> lub JIE;'H)';‘ 11(11) ;  jesli wiec wartodci
funkcjonatu (514) sa ograniczone od dotu, to algorytm koordynacji
(535) zapewnia dowolnie bliskie zblizenie si¢ do lokalnego lub glo-

balnego kresu dowelnego funkcjonatu,
Szczegblnym przypadkiem algorytmu koordynacji (535) jest al-

gorytm
: Bt (:_((1), g(l), t) ! af (x(‘), u(’), t>
‘JT(1+1) _ ow . . (1+’1) _ ow\™" - (536)
2y = g » 7_ru = au’ ] B -
ktéfy moze byé takze zbiezny monotonicznie - pod’ warunkiem, 2Ze
funkcja fg,, jest wypukta wzgledem swych argumentéw x i u

oraz, ze przyblizenie poczatkowe )_:(’]), 3(1) nie jest zbyt odleg-
te od rozwiazania catociowego x> uf

Nie analizujac glgbiej wiasnoSci tych algorytméw, mozliwoéci
sformulowania algorytmdéw o liczbie pozioméw'wiqkszej, niz dwa
itp. przedstawimy tu tylko pogladowo ich zastosowanie dla pro-
stego przykladu, ktdéry moze by¢ zreszta rozwigzany bezposréd-
nio na drodze analitycznej. ’

Przyktad 1

Rozpatrujemy problem optymalizacji o réwnaniach stanu i wa-
runkach kraficowych

:'ca = kaua - xa‘; xa(o) = 03 xa(T)- swobodne,

(1.1)
o= ku - ox xb(o)= 0; xb(T)- swobodne
i o catoSciowym wskaZniku jako$ci

Q= % {[xa - xa(:)]z + [Xb - xb(T>:lz +fr(u: + ui + uaub)dt (1.2)
] .



Zadanie poszukiwania minimum funkcjonatu (6.2) przy wigzach
(6.’1) moze by¢ rozwigzane na drodze analitycznej., W tym celu
formulujemy hamiltonian

1 2 2
H= - 2 <ua + Yy + uaub) + wa(kaua - xa> + wb(kbub - xb)' (. 3)
réwnania sprzgzone
Pom05 @ =wL, (1.4)
ich rozwigzania
t t
Yo=W e W T e, (1.5)
oraz warunki transwersalnosci

T
lpaoe = Xa - xa(T.),

T
wboe = Xb - xb(T) » (’1.6)
Warunki na maksimum hamiltonianu wzgledem sterowafi maja
postad
’ A A

28 + 4y =29 k; 28, +4 =29 K. (1.7)

Z warunkéw tych oraz z postaci zmiennych sprze¢zonych jako
funkeji czasu (6.5) wynika, ze mozna zatozyé sterowanie optymal-
ne postaci

s o t n At
G, =1, e; U =4 e, (1.8)
przy czym
N N A A
_ T . _ Ml “.9)
Vo © 2k, oW T 2k, . .

Stosujac sterowanie (6.8) do proceséw (6. 1) uzyskuje sie

% =kt o5hts % sht , (1.10)

=k 4
a a a b b be
a wiec warunki transwersalnodci (6.6) mozna przepisal w postaci:

Z(kashT + eT)'ﬁao + eTﬁbo = 2k X,
(1.11)

Ta

. T. . .
Z(kbshT + e )ubo + e u = Zkab ,



< Tom s i oA A
z ktérych wynikaja optymalne wartoéci a4 Yot

: T

B T e

. . k X_(k shT + e ) - KX S
ao T T eZT ’

(kashT +e )(kbshT t+e’ )~ =
(1.12)

T eT

x _ e

. bXb(kashT te ) kXS
Yo © 2T °

Ty T e
(kashT+e )(kbshT-iTe )——4——

Wartoéci te oraz wzory (6.8), (6.10) okreSlaja optymalne ste-
rowanie oraz trajektori¢ procesu.

Zastosujemy teraz dla rozwiazania powyZszego zadania opisa-
ny poprzednio algorytm dwupoziomowy; oczywiécie, postgpowanie
takie ma jedynie na celu bardziej pogladowe przedstawienie istoty
i wtasnoéci tego algorytmu.

Po dekompozycji rozpatrujemy proces czedciowy o réwnaniu
stanu i wskaZniku jako$ci '

X =ku -x; xa(o)= 0; xa(T) - swobodne, (1.13)

2 H » }
Q = %Hxa - xa(l‘f)} + J'(u:L + ﬂaua)dt} (1.14)
b

oraz drugi proces czegdciowy o analogicznych réwnaniach., Zaléz-
my, ze arbitralnie wybrana funkcja koordynacyjna 7, ma postal
. - .
LR INCN (1.15)
Przy analizie procedury koordynacji okaze sig, ze postaé ta
jest zachowywana w kolejnych iteracjach, prazy czy(n) wynika ona
2 zalozenia poczatkowego dla pierwszej iteracji Jra° = 0. Moze-
my teraz rozwigzal w jakikolwiek sposéb problemy czgsciowe.
Hamiltonian problemu czg¢fciowego ma postad

- 1,2
H = -5 {u + :naua) + wa(k'aua - xa), (1,16)

skad wynikaja réwnania sprzgzone i ich rozwigzania



po= 9 ; o=y e (1. 17)

a a a ao

oraz sterowanie, maksymalizujace hamiltonian

Ta “ao) t_ oAt
= - m— = k - — = .
Gy SV 3 (lPao a z )*® Ya0® ¢ (1.18)

przy czym

A Tao
Ya0 2
v, =2t (1.19)
a
Trajektoria stanu ma postaé
A _ A
% =k @ sht, (1. 20)
za§ z warunku transwersalnoéci
eTtx-kﬁ shT (1.24)
Y20 a a ao ' :
wynika po podstawieniu (6. 19) i rozwiazaniu wzgledem ﬁao
w.
k Xa - 20 eT .
4 0o = —jﬁ— . (1.22)
@ k shT + e

Analogicznie, po rozwigzaniu dru"giégo ‘problemu czegdciowego
uzyskamy :
¥
i bo T
s = KXy m 3
bo kbshT + eT

(1.23)

Przejdémy teraz do procedury koordynacji rozwiazad czefcio-
wych na poziomie nadrzednym, Wspélna funkcja £,y W caltodcio-
wym wskaniku jakoéci (6.2) ma postaé ;

fow = Y% (1.24)

. Zastosujemy drugi wariant algorytmu koerdynacji, wyrazajacy
si¢ wzorem (536); jak wiemy, nie musi on-byé zbiezny dla oma-
wianege problemu, gdyz funkcja- fow nie jest wypukla. Algo-.



rytm koordynacji mozna zapisaé w postaci

) A(l £ @) ﬁ(i).

m, b (1.25)

Z postaci (6. 18) optymalnych sterowad dla probleméw czgécio-
wych wynika, ze zalozenie (6. 15) o postaci zmiennych koordynacyj-
nych Mo Trb byto uzasadnione i ze w traZ(Sw k?tﬁrdynacji beda
sig zrmem.ac tylko wartoSci poczatkowe LSy zgodnie ze
wzorem ’

(+1) | 4@ (1) _ G

Moo Yot Moo T Yao (1.26)
Nie jest to oczywiécie wlasnos¢ ogélna omawianego algorytmu,

a jedynie cecha szczegblna rozpatrywanego problemu. Wykorzystaj~
my teraz wzory 6. 22) 6. 23) Obowiazuje oczywiscie zaleznosé

T
e  (i+2) e ,\<1+’l)
k _s . &
Jr(H-B) A42) axa 2 a0 kaxa Z "bo
bo  Yao T - T =
. kashT +e kashT + e
(1.27)
e (1+1) e ,\(1)
- T - —
eT kbxb 2 bo e k‘bXb Z2 “ao
kX -5 ——— X, -5 7
& 2 k shT + e 2 k shT + e
'k shT + e k shT + e’
a o a
z ktérej wynika réwnanie réznicowe
LJid2) 2T (2)
Ya0 T T ﬁa\o =
4(kashT +e )(kbshT +e )
(1.28)
T

) kaXa(kbshT + eT) - kX o

(kashT + eT)(kbshT + eT)

Warunki i charakter zbieznoéci tego .réwnania pozwalaja nam
qcenié zbiezno§¢ algorytmu koordynacji.



Réwnanie charakterystyczne

2 2T
z - = =0, (1.29)

4(kashT + «eT)(kbshT + eT)

ma dwa pierwiastki o jednym module.
Warunek zbieznosci

T
e

z\/(kash:rf &™) (k;shT + el)

lzq'2|= <1, (1.30)

mozna przeksztalcié do postaci
eT eT 1 eZT
<ka * s}?T)<kb * 'shT>> iz (1.31)

Obszar zbieznoS$ci. algorytmu na plaszczyZnie parametréw
k_, ki, przedstawia rys.81.

a .
ka

Rys. 81

Jesli algorytm jest zbiezny, to granica ciagu u() zgodnie
z réwnaniem (6,28) ma postaé identyczna z wyrazemem 6. 12),
okreélajacym rozwigzanie caloSciowe

. T T
kX (k shT + e ) - k X —
49 = aa(b . ) b"b 2 (.32)
ao 2T ° :

. (kashT + ‘eT)(kbshT + eT) - e—;—



Charakter zbiezno§ci algorytmu dla przykiadowych danych
k, = 1, kb =. 10, Xﬁ = 1, Xb = ’ka)T = 1 (d(glx)xym tyn.o odpotﬂia-
da punkt A na rysunku 81) oraz Taig = 0, Mo = 0 ilustruje
nastepujaca tabela

i -4 2 3 4 5
ﬁa(;) 0,257 | 0,0159 | 0,0243|0,01640 |0, 01669
80 - 6
p +1460% | -3,3%| +48% | -0,11%| +1,55%
a (00) :
u .
ao

Mimo, ze wybrany punkt A nie jest bardzo odlegty od gra-
nicy zbieznosci algorytmu na plaszczyZnie parametréw ka Kk i
mimo znacznego odchylenia przyblizenia poczatkowego od rozwig-
zania optymalnego, zbieznos¢ algorytmu jest niezwykle szybka.

(koniec przykiadu 6).

Przyk{ad powyzszy pozwala sadzié, ze algorytmy wielopozio-
mowe mo‘gq, byé w wielu przypadkach bardzo szybko zbiezne, a
tym samym moga wymagaé znacznie mniejszego nakiadu obliczed,
piz algorytmy jednopoziomowe.
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Czeéé I

OPTYMALIZACJA WIELOPOZIOMOWA

10, Sformulowanie zadania

Rozwigzywanie zadad optymalizacji dla obiektéw dynamicznych
o duzej wymiarowoSci lub zadad statycznych o duzej liczbie zmien-
f)ych decyzyjnych oraz zwigzkéw ogrankczajacych wymaga duzych
nakifadéw obliczeniowych, Nakiady te moga byé w wielu przypad-
kach znacznie zmmiejszone jesli zadanie pierwotne poddamy dekom-
pozycji, to jest podzialowi na kilka zadafi czefciowych, ktére by-
tyby z kolei koordynowane przez wyzszy poziom sterowania,

SposSb podzialu zadania jest oczywisty jeéli.zadania czedcio-
‘we ‘moga byé sformujowane w taki sposéb, ze nie maja one zmien-
nych wspdlnych, Oznaczatoby to jednak, ze zadanie pierwotne jest
w -istocie zbiorem zadaf nie sprze¢zonych ze soba bezpo$rednio,
poza tym, ze skladaja si¢ one na wspdlny wskaZnik jakoSci. Sytua-
cja taka nie zachodzi na ogél w praktyce; rozpatrywal bedziemy
zatem przypadek, gdy zadania czegfciowe nie sa rozdzielne z natu-
ry, a ich separacja jest uzyskiwana przez wprowadzenie zmiennych
koordynacyjnych, Zmieénnymi koordynacyjnymi zajmuje si¢ drugi,
tj. wyzszy poziom sterowania., Jego zadaniem jest zaréwno uzys-
kanie ekstremum globalnego wskazZnika jako§ci, jak tez zapewnie-
nie dopasowania do siebie wzajemnie wszystkich zadad czeSciowych,
zgodnie z ich istniejacymi w rzeczywistoéci powigzaniami. Jest
oczywiste, ze praktyczny wynik w postaci zmniejszenia naktadu ob-
liczed otrzfmamy tylko wtedy, gdy zmiennych koordynacyjnych be-
dzie mniej niz zmiennych decyzyjnych w zadaniu pierwotnym, Przy-
padek ten zachodzi wéwczas, gdy w zadaniu: pierwotnym nie wszy-
stkie zmienne sa powiazane ze soba przez kazda z zaleznoSci ogra
niczajacych, W przypadku, gdy np., ograniczenia liniowe zadania
optymalizacji statycznej wyrazone sg macierza (por. 547) oznacza
to, ze czgé€ elementéw w tej macierzy jest zerami.

Podstawowg struktura jest, jak wynika z powyzszego omdwie-
nia, struktura dwupoziomowa. Egczac ze sobg czyli koordynujac



kilka ukladéw dwupoziomowych dodajemy trzeci poziom sterowania
i tak dalej. Sens tego postgpowania polegal musi jednak zawsze
na oszczednofci nakfadu obliczeniowego.

Rozpatrujemy, dla koncentracji uwagi, zadanie optymalizacji
statycznej

maxQ(a), (537)
przy ograniczeniu

ueU, (538)

Aczkolwiek duze praktyczne znaczenie maja suboptymalne roz-
wigzania zadania (537), (538),zajmowaé sie bedziemy dalej tylko
wielopoziomowymi rozwigzaniami §ciéle optymalnymi, gdyz tylko
takie rozwazanie mozna przeprowadzi¢ catkowicie jednoznacznie.

Wprowadzamy 2zbiér zmiennych koordynacyjnych v i dokonu-
jemy podziatu zadania (537), (538) tak, ze ma ono postaé

maxQ ) = maxQ(y, Y = maxafa, @y, 0,6 0.0 6" v| (39
yelu uel y'eu'w) '
~vevV wle ()
wel'w
vev
gdzie ut sg pewnymi czgéciami zbioru u,

Zwiazek (53(9) wyraza, ze przedstawiamy. Q jako pewng fun-
kejg N czymnikéw Q,,Q,,...QpN, gdzie Q; zalezy od u' oraz
(by€ moze) v, a takze, ze zmieniamy sformulowanie zalezno$ci
ograniczajgcych w taki sposéb, by powstato N oddzielnych grup
ograniczed na u’, gz,..., zaleznych od wektora » oraz pewne
ograniczenie na sam wektor V. ;

' Rozwiazanie dwupoziomowe zadania (537) z uzyciem dekompo-
zycji wyrazonej w (539) jest mozliwe, jezeli ul, i=1,... N L
roztacznymi podzbiorami u oraz jezeli postaé (539) pozwala na

wykonanie rozlacznej ekstremalizacji wzgledem kazdego z ul:
1 2 N ]
maxQ(u) = maxQ[maxQ,](g 1, max, @,y), .. maxQ T, W, (540)
yed vey velw yel?y ueu™w)
Po oznaczeniu
maxQ ', v) = &, (544)
vleticy) .
zwigzek (540) przyjmie postaé
max(y) = max@[d,), &,)... 4 ()] (s42)
yel CYEV



Wzér (541) wyraza zadanie pierwszego poziomu lub zadanie lo-
kalne optymalizacji, Zadanie to jest parametryczne wzgledem y.
Wzér (542) wyraza zadanie drugiego poziomu lub zadanie optymali-
zacji globalnej, J'est onco wykonywane wzgledem zmiennych v,

11, Sposoby dekompozycji

Zwigzki (539) i (540) pokazuja, ze dla danego zadania (537),
(538) moze istnieé wiéle sposobéw dekompozycji, wszystkie dopu~
szczalne z-punktu widzenia optymalizacji globalnej, Moze by¢é réz-
na liczba utworzonych zadad czegSciowych, rézna liczba wprowadzo-
nych zmiennych koordynacyjnych (wymiar v), rézny sposéb prze-
formutowania zwigzkéw ograniczajacych. W zasadzie, najlepszy be-
dzie ten sposéb dekompozycji, przy ktSrym naklad obliczeniowy
taczny dla calej optymalizacji bedzie najmmniejszy., Ten jednak punkt
widzenia jest trudny do ujegcia analitycznego; omdéwimy zatem tyl-
ko pokrétce niektére cechy i zasady dokonywania dekompozyciji.
Rozpatrzymy oddzielnie dekompozycje wskaZnika jakoSci Q(u) oraz
zaleznodci ograniczajacych ue Ul .

Wskaznik jakoSci Q(u) pozwala na rozlaczna ekstremalizacje
wzgledem ul (ul sa rozlacznymi podzbiorami u) jezeli jest on
j‘ednego z nastepujacych typéw:

a) wylgcznie addytywny

N . '
Q@) = ;Qi(gl, v (543)
=
b) wylgcznie multiplikatywny

N N
oW = [ ]G, v (544)
i=1

z warunkiem, ze Qi(gl, v)>0, i=12,... N,

c) mieszamy, o roziacznej czgéci addytywnej i multiplikatyw-
nej

¢ . M o
QW =[] Qi(‘—ll’z) + ZQi(El.,z), (545)
{=1

i=l+t

z warunkiem, ze Qi(\f,x_/)go, i=12,...1,



d) mieszany, .z nieantagonistycznym /wp em czynnikéw wspdl-
. PR . . .
nych czgéfci, addytywnej i multiplikatywnej”/:

L : i<t ; [ ;
Q) = rl Qf,v) + Y Qu. )+ > 0, (546)
i=1

i=1 {=l+!

z warunkiem, ze Qiﬁl,g) >0, i=1,2,...L

Globalne ograniczenie ue U jest, zgodnie z (539), prze-
ksztalcone w zbiory ograniczefi u'e Ul(v), ve V. Dokonuje sie
tego przez wprowadzenie zmiennych koordynacyjnych v. Trudno o
generalne reguly; zazwyczaj.mamy do czynienia z kompromisem
migdzy liczbg wprowadzonych zmiennych, a prostota rpzwigzywa-
nia utworzonych zadaf, Rozpatrzymy pewne przypadki dla ilustra-
cji.

Przyjmijmy, 2ze naloZone na -u ograniczenia sa liniowymi
réwnoSciami lub nierdwnosciami

Aup b, T (547)

przy czym macierz A nie jest blokowo-diagonalna, lecz ma sze-
reg elementéw zerowych, WyobraZmy sobie przenumerowanie
zmiennych takie, by otrzymana macierz A skiadata si¢ z blo-
kéw, . powigzanych ze soba przez niektdre kolumny:

dgqere 2y ) u b
as,],.. aSl . cee bs
a Wes @ u. b
(s+1)L Ttk 1| | s+
ves =, | (548)
at1 atk . bt
T A CTO D Y N Byt
ark SN érn br
L I N T

*) Zauwazmy, %e np. wskaznik Qu)= Q,l(\_11,y_) Qzﬁz,y)
QBQB,\_/) - QZ u“, v) nie moze by¢ ekstremalizowany roglacznie ze
-wzgledu na 8% gdyz sposéb w.jaki QZ(\_J_Z,X) wplywa na calo§é
poprzez cz¢5€ addytywns i multiplikatywna jest antagonistyczny. '



Macierz w réwnaniu (548) mozna ‘przeksztatci¢ w macierz blo-
kowo-diagonalng przez usunigcie zmiennych pierwotnych up, U
i wprowadzenie na ich miejsce zmiennych koordynacyjnych vi, Vi
v]’<, vll oraz wprowadzenie nowych dwéch ograniczed réwnoscio-
wych

(549)
' - =
Vi Vi 0,
Wynikiem jest no‘wy ukiad zwigzkéw ograniczajscych, ktéry za-
stapi (548),
Macierz opisujjca te ograniczenia jest teraz blokowo-diagonal-
na, kosztem wzrostu. jej wymiaru o dwle kolumny i dwa wiersze:

(a’l’l ceRq U4 (b'l
ayereag w_y bs
RTS) EXELIOPS "l Pt
ay - » el b, (550)
Blet)k " 2 (e n| | Pk ) by
oo vl’( .
3k % » Vl"( . br‘
1 -1 0
L ! , - _‘_u“ i _0‘ J

Gérna cz¢S€ macierzy wystepujacej w (550) opisuje oddzielne
zadania czg¢Sciowe; co wigcej, ‘'w tym szczegdlnym przypadku sg
one réwniez rozdzielnie ograniczone. Na przykiad, pierwsze zada-
nie czgéeciowe ma ograniczenia

[}

+ ; -
Baqty TRt Tt T B g )0 by 2%

(551) ‘~

(1%

. - '
Boqty AUt e Py gy byt Eav

lub w skréconym zapisie )
uwle U(y). v (554)



Zadanie drugie ma ograniczenia

uy

2(e4)0+1) 11 B )e2) M2 T P Bah )i 1) Yien s

z " . ’
FPar1 T 2er T 7 etk Yk (552)

-
. +- . z = "o '

Bee) B1e1 T 2re2) M2 P T e 1) Pker T P T 2 YT T 2k
lub w skréconym zapisie

we vt o vi ). (552)

Prawe strony (551), (552) zawierajg rézne zmienne koordyna-
cyjne, co stanowi wladnie wspomniang wyzej rozdzielnod¢ tych
ograniczefd. Fakt ten znacznie ulatwia rozwigzywanie zadaf tego
rodzaju przy uzyciu metod lagranzowskich, jak to omawiamy hie-
co dalej, ‘

W przypadku nieliniowym ograniczenie ue€ U nie moze byé
przedstawione zaleznoscia typu (547), Tym niemniej mozna uzys-
kaé dekompozycje zadania przez wprowadzenie zmiennych kéordy—
nacyjnych na miejsce niektSrych zmiennych zadania pierwotnego.

Rozpatrzmy na przyktad zadanie ¢ ograniczeniach

-3
a, u u +a;u+é a,u b/],
3 (553)

Usuwamy zmienng u w obu ograniczeniach wprowadzajac

na to miejsce odpowiednio v v4 oraz dodatkowe wymaganie

Vo gt = ;
v,l v,] 0. (554)
Rezultatem jest
X
(@gqvy +ag)u, + Z 2449 > by
i=2 (555)
0



Ograniczenia sg teraz liniewe wzglgdem - u, lecz nadal. sprze-
zone poprzez zmienng u,. Potgczenie to usuniemy wprowadzajac
vh, v3 W miejsce Use W rezultacie otrzymujemy uktad

‘ .

' '
Z = "' b, - (v +a,)v, _
(556)
ll L'}
E a u > b aZ’lv’l V2
i=ke!
oraz ograniczenia dla drugiego poziomu
[ "o
Vit v =0 (557)
oL gt =
vy V5 0.

Zauwazmy, Ze ograniczenia (556) sg rozdzielone i liniowe{ po-
nadto ich prawe strony zawieraja rézne zmienne koordynacyjne,

Separacje ograniczefi (553) mozna réwniez uzyskad wprowadza-
jac mniejszg liczbe¢ zmiennych, na przyktad tylko jedna zmienna v
dla zastapienia iloczynu u,luz. Otrzymamy

'Ezau>—b a, v (558)
=

n
E aZiui > b2 - az,] v, (559)

=kl

Prawe strony (558) zawieraja teraz t¢ sama zmienna koordy-
nacyjna.

Dekompozycja ograniczei ue U w obu rozpatrywanych pPrzy-
padkach, liniowym i nieliniowym, opierala si¢ na czgscmwym od~
separowaniu zmiennych juz w zadaniu pierwotnym, przez co droga
podzialu byfa czeSciowo wskazana. Sytuacja taka nie zawsze ma
miejsce - na przyktad moze istnie€ jedno ograniczenie o postaci

h(u,],uz,...,un) >b. (560}
Dogodny sposéb dekompozycji powstaje wéwczas przez Wprowa—
dzenie zmiennych "agregowanych"

vy = g u)

Vo = g u e (561)

N

oo U



taky, zeby ograniczenie (249) przybralo postaé
LICH ST VN)>b. (560"

Ograniczenia réwnosciowe (561) beda stosowane do zadad cze-
$ciowych, ograniczenie (560) - do zadania drugiego poziomu.

Zawsze nalezy pamietaé o tym, ze zgodnie z (539) dekompo}-
zycja Qfu) oraz podzial ograniczefi uw€ U musi si¢ opieraé na
tych samych roztacznych podzbiorach g‘e u. Nalezy zazwyczaj
rozpoczynal prébe podziatu od dekompozycji ograniczed, a nasteps
nie sprawdzi¢ czy proponowany podziat u na 1_11 prowadzi do
takiej postaci wskaZnika jakosei

Q = Q[Qq(gq.y), Qz(gzyz),-.. QN(EN,!)} ,

ktéra pozwala na rozlaczna ekstremalizacje.

12, Podstawowe metody rozwigzywania

Wzér (541) wyrazal zadania optymalizacji pierwszego pozio-
mu, z parametrycznym wymk).em o, (v) Optymalne decyzje dla
pierwszego poziomu bylyby réwniez parametryczne wzgledem v @

&', 62 ..., 8w ' (562)

Wz6r (542) wyrazal zadanie optymalizacji drugiego poziomu,
Rozw1qzan1em tego zadania bedzie v = ¥, ktdre z kolei okresli
wartoci 4, éz,...,g zgodnie z (562) Zadania zaréwno pierwsze-
"go jak drugiego poziomu moga by¢é rozwigzywane jakakolwiek odpo-
wiednia dla nich metoda. Jezeli zadanie pierwszego poziomu (541)
oraz zadanie drugiego poziomu (542) s3 powiagzane ze sobg wprost
przez zmienng x_r,A méwimy ze rozwiazanie wielopoziomowe -jest
""bezpoérednie'. Przyklady takich rozwigzad podajemy dalej. Jeze~
1i natomiast, oprécz zmiennych v, wprowadzamy mnozniki La-
grange’a i przy ich pomocy dokonujemy koordynacji rozwiazaii
pierwszego i drugiego poziomu, rozwigzanie jest lagranzowskie,

) W dziedzinie programowania nieliniowego, Rosen i inni [81
opracowali metody iteracyjne pod nazwa ''partition programming',
przy pomocy ktérych mozna sposobem bezpoSrednim rozwigzywadé
zadania czegSciowo nieliniowe wypukle o postaci

v : .
n [Q(g, v) = ZCLT (wu + q’(\_r)] . (563)
i=1 .

przy ograniczeniach

AWy >bk) - i=12... N (564)



Metody te moga by¢ przydatne w odpowiednich przypadkach,

Zauwazmy, ze wskaZnik jakodci (563) jest liniowy wzgledem u
oraz nieliniowy wzgledem v, Ograniczenia (564) sa liniowe wzgle-
dem u, lecz zaréwno macierz A jak wektor b mogs by¢ fun-
kcjami v (poréwnaj na przyklad, zaleznoéci (558), (559)), Przyj-
muje sig, e macierz A jest blokowo diagonalna, tak ze ograni-
czenia zadania sg opisane przez uklad nierdwnoséci (564), w ktére
wchodza macierze zadaf czgSciowych A;. Jak juz wskazywaliSmy
wiele zadafi moina podzielié i sprowadzi€ do postaci (564) przez
wprowadzenie dodatkowych zmiennych i dodatkowych ograniczed,
Mozemy jednak nie mieé wplywu na postaé Q{u) tak, by sprowa-
dzié ten wskafnik do postaci Q(u, v) wskazanej przez (563).

Metode lagranzowsks zamiast bezpofredniej mozemy ze skut-
kiem zastosowaé w przypadku nastepujacym. Przyjmijmy, ze ogra-
niczenie drugiego poziomu veV jest zbiorem ograniczed réwno-
$ciowych liniowych wzgledem elementdéw Vi v, v’z,... Vg\l-’l wek~
tora koordynacyjnego v:

g,(v) = avy ran vy o, vy b oy v = 0,

A : (565)

= - gt i " “ =
N P T P P T C T

W szczegdlnym przypadku, ograniézenia drugiego poziomu mo-
ga mieé po prostu postaé (por. 549)

’ = ¢! - y" =
g,0) = v - v =0,

g (v) = v, - v =0,
2 2 2 (566)

By )= gt g = O

Dla zadania drugiego poziomu, patrz (542), mozemy napisaé
funkcje Lagrange’a i okre$lié warunki konieczne rozwigzania ¥
© jako warunki konieczne punktu siodtowego

rr}x\inm?xL(z,l) = i'nlinm;x{Q [6,]<!>, éz(g), v éN(z)},. ATE(X)} . (567)

Zaldzmy teraz, ze wskaZnik jakoSci jest addytywny (por. 543)
i zalezny od rozlacznych czesci v (jeSli w ogdle zalezy jawnie
od !): ’

- 1 ' ‘ 2 " 1] N "
Q(\_l_)— 91(\;1 . v1)+Q2(5 ,v1,v2) + .. .+QN(g ,VN_,]) (568)



oraz ze wszystkie ograniczenia w zadaniach czeéciowych sa roz~
dzielne wzgledem zmiennych. koordynacyjnych ‘(por. 551)

h(g v’)>0

z
h2<é ,V1,V2)>0, (569)

hN(gN, VI"\I-'I) >0.

PrzyjeliSmy tu, dla uproszczenia rozwazad, ze kazde z zadand
czeSciowych ma Jedno (skalarne) ogramczeme. Wobee (569) 61 (v)
staje sig staje sie - 2( 1, i tak dalej, zatem
uwzglgdma_]a,c (566) (268) i (569) wyrdzenie }%567) przybiera postaé
szczegblnag i

minmax L(y,A) mxn{max [Q (v EY v’}
A v 'A 3

171
(570)
. +;?av’2< [Q G, "'z)-"’*q"'%v”z"'zJ ‘...+r;;la:([QN(VN 1) lN-’lv'I'\I_'l]}

Wykorzystali§my tu zaréwno addytywno$§€ i roziacznosé (568)
wzgledem elementéw vy, jak charakter zaleznodci (565) wzgl. (566).
Postaé (570) wskazuje, ze maksymalizacja wyrazéw w nawiasach
kwadratowych wzgledem elementéw y moze by¢ przesunieta do
zadafl czgéciowych, ktére beda mialy na przyklad postad

B ()t Ay | = L)+ A 574
TR e A

Rozwigzania zadad cze§ciowych beda parametryczne wzgledem
A, a nie wzgledem w3

1@1(11). @), ﬁz(xq.xz) itd, (572)

Zauwazmy, ze A sa to zmienne dodatkowe -w zadaniu; zmien~
ne koordynacyjne v muszg by¢ uzyte réwniez, aby zapewnié po-
trzebng separacje zadaf czgbéciowych, Korzy§¢ z uzycia 2 polega
na tym, %Ze w pewnych przypadkach rozwigzania (572) zawierajg
mniej parametréw niz rozwiazania (562),

Przykiady

Rogpatrzmy zadanie programowania wypukiego, na przykladzie
uktadu trzech zbiornikéw wodnych na rzece, rys.82, -



Kazdy ze zbiornikéw zasila trzech odbiorcéw, Wyptywy wody
oznaczone 3 U,, Up,...lUq. Zapas wody wynosi odpowiednio z,

Zys Zye Zbiornik 1 moze oddaé ilo§é wody, uqs9 do zbiornika 2,
No 1 Uy No2 |ua, Nog |
a,a,8,24 o,0,a,2 ayag a9 Zs
U oty &, ug ug Uy Uy Uy
Rys. 82

zbiornik 2 ilod¢ wody u 4 do gbiornika 3, WskaZnik jakosSeci, kté-
ry nalezy zminimalizowaé ma postaé ’

]
Q@ = G - u)f (573)
e 1 i )
a decyzje u;  s3 ograniczone przez nieréwnosci, wynikajace z bi-
lansu wody :

h1@)=u1+u2+u3+u10-z1<0,

u)=u + u +u6-u10+u11-22<0, (574)’

hZ @ 4 5

h3(1_1)=u7+u8+u9-u1,1-z3<0

oraz przez wymaganie, by wszystkie przeplywy byly dodatnie -
w0, i=12... 1 (575)

Dekompozycja zadania (573), (574) bedzie podyktowana raczej
przez ukiad ograniczed (574), bowiem (573) ma postaé czysto ad-
dytywna i moze byé podzielone dowolnie. Jednz z mozliwosci jest
wprowadzenie dwéch zmiennych koordynacyjnveh, v, = ugq oraz
vy = Ugge tak by utworzy¢ trzy zadania czg¢éciowe, 2z ograniczenia-
mi nastepujacymi

1
h’l(\—l ,v,])— u, + u, +u3 +v1 - z1< 0, u.l>0,

2 .
hz(\_l,v1,v2>—u4+u5+u6-v1+v2—z2, Ogui, _(576)

3
ha(\_l_, vz)—u‘,7 +u8 +u9 - vz-z3.<0, ui>0



WskaZnik jakoSci (573) bedzie wéwczas podzielony jak naste-
puje
Q@) = @,@") + 0,6%) + o @), (577)

gdzie
3
1 2
Q@)= 21 (@ - u),
=

. 5
Q,@") = Z (@, - ui)z. (578)

7]
9

Q3(1_13) = ;(ai - ui)z .
i=

) ‘ Py T : .
Po rozwigzaniu zadafl czgSciowych, zadanie drugiego poziomu
bedzie :

xvli‘;; [éq(v,]) + CA)Z(V,],VZ) + éj(vz):’. » (579)

Azeby otrzymad 61("4)’ trzeba rozwigzal zadanie czgdciowo
pierwsze. WeZmy w tym celu wskaznik jakosdci Q,](g ’V'l) oraz
pierwsza nieréwnoéé z (576) i utwérzmy funkcje Lagrange’a

2 2 2
L(u,l',uzyuyl) = (a,l - u1> + (32- - uz) + (63 - ua) +
+K(u,]+u2+u3+v1-z,]). (580)

Poszukiwanie warunkéw punktu siodfowego funkcji Lagrange’a
daje wyrazenia

&, =a, - Aa = f’l<v’l)'
b, =3, - 8a =15l (581)
\13 = 33 - Aa = fB(V,I);
A= 2 Aa,
gdzie
Aa=—;~(a,l'+a2+aj+v,l-z1>,\ (582)



- przy czym rozwiazania (581) spetniajg warunki konieczne (i dosta-
teczne) Kuhna-Tuckera w obszarze

0<ﬁ1<a1,

0, <a.,
2 2
(583)
0< ﬁ3 < ay,
z1 - v,< ay + a2+a3=d1
lub, inaczej to okreslajac, w obszarze
z, -~ a,< ViSzy s, +3a, (584)

gdzie a, jest najmniejszym sposrdd a; tego zadania czgécio-

wego.
Wykres rozwigzai (581) podaje rys.83.

#

Rys, 83

Zgodnie z (583) rozwigzania (584) 83 wazne w obszargze
2< vq< 5 dla przykladowych ,wartpéci a3, 24 Przyjetych dla rys,
83. Dla v1<2 optymalne wartosci u; minimalizujace Q’l s3
to oczywiscie u, = a;, a dla v4>5 trzeba rozwigzal nowe za-
danie optymalizacji

. N 2 2 .

mm[Q,](g )= (az - uz) + (a3 - u3):l (585)"

z ograniczeniem h,l(g1,v,l) tym co poprzednio (576) oraz z war-
todcig 1, = 0. Rozwizzanie jest latwe i bedzie obowigzywaé w

przedziale 5< va&T. Przy‘ vy = 7 osiggamy ﬁz =0, zatem dla
v,]>7 zadanie optymalizacji brzmi

min[Q,l(g’]) = (an'3 - uj)z} y (586)



przy ciagle flym samym ograniczeniu h1@1;v1') wedtug (576)
oraz z wartofciami @, =0, 4, = 0. Wszystkie wyniki wﬁi(v,]
sg wykreélone na rys.83. .

Musimy teraz ‘obliczyé Q,](v,]). Wykorzystujac (584). dochodzi -
my po paru przeksztalceniach do
2
P P (587)

A 1
Q,](v,])— 3 (a.,] +.v, -z
przy czym wzdr ten obowia‘zuje';\n obszarze (584).
Biorgc poza tym obszarem rozwigzania ﬁi wskazane na rys.
83, mozemy przedstawil Q’I(V’I)’ dla rozpatrywanego przyktadu,
jak pokazano na rys.84, :

d,tv)

. 21 =8
/ a1

[} i /4 0y=2
. . / ;73
[ /I
4 / 4
2 %

Gritnar, 2cvies

o 1 2 § ¢ 5§ & .7 8 ¥

i&ys. 84

Zauwazmy, ze 6 jest zerem dla v, <z, -a oraz jest

1< 24 =21
wyrazeniem kwadratowym (587) w przedziale okreSlonym przez
(584)., Gdyby$my chcieli uprodci¢ nieco zadanie drugiego poziomu,
mozna by przyjal (587) jako przyblizenie dla wszystkich v,i} z, =daq,
otrzymujac w ten sposéb

1 2 .
—(a, +v, - z ) jeSli v, > z, “a
A 1 1 1 1% 71 1
Q)= 3 (588)
0 w obszarze pozostalym
oraz podobnie dla pozostatych dwéch zadah czeSciowych:
1 2 )
—(cl -v, +v, -2 ) jeﬁli v, - Vv, L0, - 2
3 1 1 2 2 1 2772 2
Qv v, = (589)

0 w obszarze pozostatym



14 2 s s
3 (cc3 -v, - z.) jeSli v, <oy -z,

A

Q3(v2) = (590)

0 w obszarze pozostalym

Odpowiednie wykresy dla wybranych danych liczbowych przed-
stawiono na rys,85 i rys. 86,

&, v-w)

10 X '
2o
s Q42
\ a‘tzs
B e85
‘ N
‘ \ie-ai[‘-(vf-n}] ' -24(%-) &4

2 \\
- [ 2 4 [ (]
Rys. 85
()
= 232
\ﬂri(s-vz)*. 04%&3 ay=1
2 : ﬂ.“ 1,5
Qg=25
[~
g E 4 6 Ve
Rys. 86

Funkcja drugiego poziomu polega na wykonaniu
. A A A
5::1‘2[(21@1) + QZ(V,I,VZ) + Q3(v2>}, (591)

z ograniczeniami pochodzacymi z bilanséw

(592)



oraz warunkami na nieujemnoéé

V>0, v,>0. (593)

Zauwazmy, ze ograniczenia (592) mozna wyprowadzxc wprost
z problemu fizycznego lub tez otrzymafl z (596) przez przyjecie

“dla u4q, uz,..., ug ich wartodci kraficowych u; = 0.

Zadanie (57%1) z warunkami (592, (593) moze by€ rozwigzane
jakakolwiek odpowiednia metoldg. Rozpatrzmy na przyklad wprowa-
dzenie trzeciego poziomu sterowania, tworzac na poziomie drugim
zadanie parametryczne

rr‘nl:.n[é;l(v,l) + QZ(V']’VZ)] = Q’IZ(V2>’ (594)
z ograniczeniem O<v <z, oraz pozostawiajac dla poziomu trze-
ciego ostateczna optymalizacje

mﬁn Q@) = mvlzn[Q']Z(vZ) + QB(VZ)]’ (595)
Z ograniczeniem» O< Vo< 2y + Zge

Obliczenia wskaza~
ne przez (594) i (595)
moga byé,) w rozpatry-
wanym przykladzie, la-
two przeprowadzone,
Wyniki sg podane na
rys. 87,
4 OQ(N:)_:’{{P%)Z Dla decyzji na

trzecim pozlomle trze-

ba dodad (vz) do
Q3(v2) wzxgtego z
rys.86 i stwierdzié po-

)

] 1 % .z 3 4 5 [] 7 ¥ lozenie minimum tej
Y s sumy., Wynik brzmi
sr vy = %—, 2 wska Znik
" vt jakosci Q) = v
- ~
4 [ Dalej nalezy wziaé
warto§é §, = %, uzyé
s wykresu 01(v23 z
rys.87 aby stwierdzié,
2r ze V4= 3 %, zastoso-
waé wykres z rys, 83
di dla okreflenia f4=7,
N 1 i 1 s f i 4, =1 $ i, =25
o 1 2 3 4 & 6§ 7 o 2 9 3 9

Rys, 87 oraz postapi¢ podobnie



dla rozwigzad ﬁ4+ ﬁ9 (odnosnych wykreséw nie pokazujemy).

-Szkic struktury rozwigzania podano na rys. 88,

min[Gq+0,]
173

. Vh‘ ~,
oy
N

7in[ @y Qe ()
1
N », »

a.‘;:’“ NN .
mia GyeGs (V)| e gp Jmin Guolitti ) Ve 2y | min Gpr ()
Uy 2,3 Usss 4pee .

i g a G 4y 8, i, by Gy

Rys, 88

Jako drugi przykiad rozpatrzmy zadanie, w ktdrym wskaZnik

jako$ci ma postal iloczynowa.
Dane jest zadanie maksymalizacji

maxv[Q(l_l.) = Q,](u,l,uz,uj)'Qz(ua,u‘},us):l R
gdzie

2 2 2
o - (a1—u,l) -(az-uz) -(aB—u.}) 20

H

Q by, s u3>

Qe ug ) = 87 - ey - “3)2 -y - “4)2 -fag-u o

z ograniczeniami wuw;> 0 oraz
Bylug v wg)= 2, - uy - upmuy > 0
hylug, uy, ug) =z, ~ug-ug-u >0

°

Zadanie to moze by¢ ilu- u;-———-" hv(ufu.;u:)
strowane schematem .z rys.89.

Wprowadzajac nowz zmienng v = U

& u, w funkcje 'Q’l’ h,] oraz N

w funkeje Q,, h, mozemy u- u b, (1, 2 u)

tworzyé. dwa zadania czeécio- Ug

(596)

QI(U;,LL4,LL;}
we. . Rys. 89



Zadanie czeSciowe 1

u”aZ;Q,l(u,l, u,, v)= rg/a)zz [ot - (a,‘— u ) - (a - u, ) - (a - v)} (600)

przy ograniczeniu

h,l(u,l,uz, v)=zq -vu -u, - v=>0, (601)

z rpzwigzaniami parametrycznymi

Zadanie czedciowe 2

‘maxQZ(u‘l, ug, v) = max [,82- (34- u4)2- (ag- u5)2- (a3- v)ZJ (602)

przy ograniczeniu

h(u4,u5, v)= zz-u4-u5-v20,, (603)

z rozwigzaniami parametrycznymi

6,6 8,(), &,

Rozwigzania zadad czegfciowych wchodza w zadanie drugiego
poziomu

maxdd  (v) -8, ()  (604)

z ograniczeniem v20,
Rozwlqzanxem zadania drugiego poziomu bedzie s
Zadanie czgéciowe -1 rozwigzemy metodg Kuhna-Tuckera; two-

rzymy funkcje¢ Lagrange’a

L(u’l’ u,, A)= a’s (a,l- u,])z-_(az- uz)z- (33 -v P4

+ l(z,]- u-uy- v) . (605)
i stwierdzamy np., %Ze wartoéci
1
a = — - -
u’l—\Z z'l v+a1 aZ)’
1
A = e - - N
8, =3, - v-agtay) (606)

A = a +a2 - z,l+v,



spelniajg warunki Kuhna-Tuckera, czyli sg rozwigzaniami -zadania
w obszarze

O<u,<ap (607)
0 < u, < 2y
albo, gdy przyjqé,v Ze ay>aq W obszarze:

~

z14a1-az<v<zq+a1-az. (608)

W tak okreflonym obszarze (f},l(v) mozna obliczyé jako

A A Y . 2
0F - Gy -0 F -6y - vF 609)

A 2
Q,](v_) =a - (a,l -
co daje

2 1

61(v = -—(a +a, - 2

2
17 %27 B )

+ V)Z - @, - v, (6'10)

3

Nie ,rozpatrzyhémy, dla oszczgdnosc: miejsca, rozwigzafd wila-
Sciwych dla obszaru poza okreélonym przez (608) Zauwazmy tyl-
ko, ze gdy v <z -a,-23, rozwigzania optyrmalne beda u,l—a,],
4, = ayi. gdy natomiast v>z +a,-a, to 84 =0, a gdy ponad-
to vZzq-a4ta, totakie ﬁZ-O

Dla drugiego zadania czgéciowego utworzymy funkcje Lagran-
ge’a

2 2 2
L(u4, us,/.t)=ﬁ - (a4-u4)2v-(a5-u5) -(a.}-v) +
+pla, vy - ug - V), (609)
ktéra ma punkt speiniajgcy warunki Kuhna-Tuckera

1
i = - - -
i, = 2 (ZZ v+a4 25),

” 1 )
u. = E (ZZ -V - a4 + 35), (610)

w obszarze okres§lonym przez
0 u, <a,,
+ o (611)
0< vy < 35



albo. inaczej, gdy agx a,, w obszarze
zz-a4-a5gv<zz+a4»-a5. 642)

Wynik optymalizacji brzmi w tym obszarze

éz(v) = ﬁz -’%-(a4 + a5 - zz + v)z- (33- V)Z. (613)

Azeby z kolei rozwigzal zadanie drugiego poziomu
A A
maxQ,I(v) 'Qz(v),

z ograniczeniem znaku v zastosowal trzeba warunki Kuhna-Tucke~
raj przy danych liczbowych nastgpujacych :

a1=a4=.2, z1=8,' & = 400,
: 2 .
a, = ag = 4, z, = 8, A = 100,
33 = 3,
rozwigzanie brzmi
t=08,=2
3 3

oraz w §lad za tym, uzytkujac (606), (610) otrzymujemy

4 =3 a2 s 5 a =1
I A e N T T T
max ﬁ,-ﬁ,
"7\
74 > 2
e NS
S N
o A\
g4 N
max G 8, (v} max Gy+d, (v
u,, 4, u, g, up
b, u, &( 4,

Rys. 90



Dwupoziemowa  struktura rozwigzywania zadania, jaka tu za~
stosowaliémy, przedstawiona jest schematycznie na rys. 90,

Rozwigzanie tego przykladu musialoby przebiegal inaczej, gdy-
by istnialo trzecie ograniczenie obejmujace wszystkie zmienne de-
cyzyjne, na przyklad

h3(u‘l’ Uy uj, Uy u5)= Zy-u,-u, - u,j muy - u5> 0 (614)

Trzeba by teraz wprowadzié trzy zmienne koordynacyjne, a
mianowicie

v, =u, +u v, =u +u. (615)

1 1 2° 2

otrzymujac jako rozwigzania zadafd dolnego poziomu odpowiednie
wyrazenia

Q,1 [vm vz] s QZ [VZ, V3J . (616)
i formulujgc nast¢pujgce zadanie poziomu gérnego:
maxQ1 [v1, vz] -Q2 [VZ‘ V}] . '(6‘17)

z ograniczeniem v > 0 oraz

h3(v1, Yy vg) = z3 SV m Y, - v3>'0. (648)

Zadanie (617), (618) mozna by rozwigzywal przy pomocy wa-
runkéw Kuhna-Tuckera, utworzywszy funkcje Lagrange’a

L(V,l: Vo VB,K)=é [1,v} é [1, vz:[-ri{‘(z-v-v—v)(éﬂ‘))

-‘lub tez odpowiednia inna metods. Bedzie to jednak bardziej skom-
plikowane niz w przykiadzie przytoczonym poprzednio i korzysci
z dekompozycji bylyby niewielkie, Zauwazmy, zZe oprécz 5 zmien-
nych oryginalnych zadania mamy a% 3 zmienne koordynacyjne,

13. Metody obliczeniowe

Przedstawione w poprzednim punkcie przykiady rozwiazane by-
ty na drodze analitycznej. W zadaniach o wymiarowo$ci i stopniu
skomplikowania odpowiadajacych praktyce, rozwigzywanie -analitycz~
ne nie jest mozliwe i sigga trzeba do metod numerycznych, Sto-
sowane tu metody iteracyjne beda zblizone do metod szukania eks-
tremum, stosowanych w optymalizacji statycznej, Nie bedziemy
rozwijaé w niniejszym tekécie zagadnief dynamicznych, aczkolwiek



rozwigzywanie. ich numerykzne w ukladach w1elopoz1om.wych jest
réwniez mozliwe,

. Rozpatrzmy zadanie dwupoziomowe, zapisane w ogélneJ posta-
ci {patrz (540)):

maxQPmaxQ,](u , v), maxQz(u s Yheen maxQ (u , v)} (620)
vev juletly Weli?(y) y”eu”m

Zadanie nadrzedne polega tu na maksymalizacji wynikéw zadad
lokalnych, uzaleznionych od zmiennych koordynacyjnych -+, co za-
piszemy

rxnea‘:/cQ é,l(g). éz'(y), - éN(z)] . ‘ (621)

Metoda bezpoérednia rozwiazania zadania (601) polegaé bedzie
na zastosowaniu procedury iteracyjnej, w zasadzie dowolnej spo-
§réd znanych metod gradientowych lub bezgradientowych, do wyko-~
nania maksymalizacji wzglgdem v, W kazdym kroku tej procedu-
ry trzeba oczywifcie wywolad rozwigzanie kazdego z zadafl czes-
ciowych

max, @', v © (622)

yleut *

dla zadanej w danym kroku wartoci zmiennych koordynacyjnych ¥,
Zadania czebciowe (602) mogs byé rozwiazywane réznymi metoda-
mi, a.wiec réwniez przy pomocy procedur gradientowych lub bez-
gradientowych.

Rozwigzywanie zadania (621) metodg bezpoéredniz jest stosun-
kowo pracochlonne, ze wzgledu na nakiadanie si¢ na siebie proce-
dur szukania ekstremum na dwéch poziomach, Dla powodzenia pro-
cedury numerycznej potrzebne jest, by funkcja Q byta wklesta
(przy szukaniu minimum - wypukla) wzgledem zmiennych v. Meto-
da bezpoSrednia nie stawia wymagania addytywno$ci funkcji
Q(Q.], Qpreee QN) ktéra bedzie potrzebna dla dwéch nastepnych
metod, omawianych nizej.

Zaté2zmy, ze funkcja Q(Q,l, QZ"" QN) ma postaé addy-
tywna:- .
A A
Q= &, + Q,() + ... + Qple) (623)

Przyjmijmy, Ze na y nie sa nalozone ograniczenia (jedli
ograniczenia takie beda, mozna je uwzgledni¢ np., przez dodanie
do (623) odpowiedniej funkcji kary). Rozpatrzmy rozwiazywanie za-
dania drugiego poziomu

max(v), o (624)
v



przy uzyciu ktérejkolwiek z metod gradientowych; metoda taka
opieraé bedzie postgpowanie iteracyjne na wartodciach sktadowych
gradientu w poszczegélnych krokach:

A ik A +Jey N B
sa 09,60 80,65 30,69
e v + TV + ... 3y (625)
J J J J
IR
W wyrazeniu (625) -——%—— oznacza warto$§é pochodnej roz-

wigzania i-tego zadania czgstiowego wzgledem danej zmiennej ko-

ordynacyjnej v,, przy czym mowa tu o rozwigzaniu i-tego zada-

nia dla narzuco;xej warto§ci zmiennych koordynacyjnych Qi(g ).
Jezeli procedury rozwigzywania. zadad czeSciowych

s k -
max, @', v) = 8, (626)
EL 1 1
beda tego rodzaju, ze dadza w wyniku, oprécz wartodci liczbowej
k
K aéi(y )
Qi(\_/ ), takze wartoéci liczbowe pochodnych v ¢ to proce-~

dura gradientowego rozwigzania zadania nadrzgdneéo (604) bedzie
miata potrzebne dane liczbowe (625).

. Oparcie rozwiazania zadania nadrzgdnego na wartoSciach
90 (vk .
: i (3 ) z rozwigzad dolnego poziomu nosi nazwg metody doboru
Wspé{%zgdnych - w nazwie tej "wspdlrzedne' oznaczajg zmienne vi,
dobierane wg procedury gradientowej w kolejnych krokach itera-
cji. W najprostszym wariancie metody gradientowej, zmienne vj
byiyby dobierane nastepujaco ‘

Ak
N3 Q.(v)

v;‘+.1 = v;‘ + 9 E — (627)
i=1 j . g

gdzie ¢ = wspdiczynnik, dodatni przy zadaniu na maksimum, a
ujemny przy zadaniu na minimum, :
Zwréémy uwage, ze dla zadania czgéciowego (626) przy zarzue
conej warto$ci v =y* mozna napisa¢ funkcj¢ Lagrange’a jak na-
stepuje

L(‘Ai, v, }_\i) = Qi<';1_i, v) + AiT(!k - v (628)



S ¢ i . . . . )
W punkcie 4., ¥, :A_ , ktéry jest rozwigzaniem zadania, zacho-
dzi jak wiadomo zalezno§é

30, |

i; = L (629)

tzn, w punkcie optymalnym mnozniki Lagrange’a sa réwne pochod~
nym funkcji celu wzgledem parametréw v, wystepujacych w ogra-
niczeniach réwnofciowych (por. uwage na str.20), W zwigzku z
tym, algorytm’ (607) bywa zapisywany w postaci

v B Vk + 3 ii (630)
i T e

Podobnie jak poprzednio, powodzenie procedury doboru wspéi-
rzednych v zalezy od wklgstodci (wypuklo§ci) funkcji Q(v). Ze
wzgledu na addytywna postaé Q(Q,], Qpsene QN)’ wklestosé (wy-
pukiosé) wszystkich Qi(y_} jest warunkiem wystarczajacym wkles-
roéci Q(v). :

Trzecia metoda iteracyjnego rozwigzywania zadad dwzpoziome-
wych nosi nazwe¢ metody doboru mnoznikéw Lagrange’a,

Dla metody tej potrzebna jest addytywnos¢ funkcji celu oraz,
dodatkowo, zadania czgéciowe muszg zaleze od rozlacznych pod-
zbioréw zmiennych koordynacyjnych. Rozlaczno$é te uzyskamy, gdy
w wyrazeniu (623) wprowadzimy nowe zmienne v} v!... ¥ N) oraz
dodatkowe ograniczenie réwnosciowe, obowijzujgce dla optymaliza-
cji,nadrzt;dh’ej. Zadanie nadrzedne przybierze zatem postaé

ma;”[éq(z') + 62(3") .. +6ﬁ(g(N))}, (634)
v, ¥ . ‘ )
z waruqkiem

vi= gy = v, ) (632)

vi- yr = 0,

vro- v = 0, (633)

JN= ()

=0

i wéwczas dla zadania (65']), (633) napiszemy funkcjg¢ Lagrange’a



; (N) 28 (v ) e d (on
v Agp &2,...;N_,I)—Q,l(z YA, .+

+6N(2(N))+ 7_&? (v = v )+ &; (" = v" )+ .o+

T [ (N-1) (N))
+ AN_q(g -x ). (634)
Funkcje Lagrange’a (614) mozna rozdzieli¢ na czééci, zalezne
odpowiednio od zmiennych v/, ¥",..., =zapisujac nastepnie zada-

nie jej maksymalizacji wzgl¢dem [tych zmiennych jako zadania

rozlaczne, zwigzane wspllnymi parametrami Ayt
max[éq(z') + A’f l’] ,

v (635),

T

A " ] T 1]
mﬁx[oz(z )- 2% v+ 2, y]_,

. Pamiegtajac, ze Qi jest rezultatern maksymalizacji wzgledem
ul, otrzymamy do rozwigzania numerycznego zadania lokalne
w 3 b4 8

max [Q‘ @' v)+ At ‘_/’}
H!,KI 171
(636)

1<

) 2 “w T ) T "
’ﬁf"’(‘,,[Qz(g’ )~ A, v +3, .‘{J,

e

W zadaniach lokalnych A; s3 parametrami, ktére musza byé
narzucone przez procedurg rozwiazywania zadania nadrzednego,

Zwr8émy uwage, ze niezaleznie od typu procedury stosowanej
do zadad (636), gradientowej czy bezgradientowej, wartofci y',v"
beda tu zawsze otrzymywane podrdd liczbowych wynikéw procedury,

Procedurg iteracyjng doboru A;, czyli procedurg poziomu nad-
rzednego, najdogodniej jest uksztaltowaé jako procedurg gradiento-
w34; poniewaz - zgodnie z warunkami optymalizacji metoda Lagran-’
ge’a - mnozniki Lagrange’a musza zapewnié patrz (634)

a—rlf=¥'-z”=0,
aA1
637)
;a_f[j =!"Y"=Q:
4,

XK



mozna je dobiera¢ wg schematu

AL,TM =Ak+?f£= 51:1; 2:‘(2:_ o),
(638)

k+1 kT 8L k T, , k
Ay = AL+ SR, b9, @),

gdzie ¢; Jjest wspbtczynnikiem kroku (ujemnym w zadaniach na
=" maksimum). )

Algorytm (638) mozna oczywiscie zastapi¢ inna bardziej sku-
teczng spoSréd metod gradientowych, W kazdym prz padku, po-
trzebne dla procedury warto$ci gradientéw (v - »* O
sa dane przez wyniki zadad (636).

Podobnie jak przy metodzie doboru wspéirzednych, skutecz-
nogé procedury nadrzednej bedzie zapewniona gdy funkcje Q; be-
da wklesle wzgl, wypukle wzgledem v,

Zwrocmy jeszcze uwagg. na wymiarowes¢ zmiennych wektoro-
wych v, &1’ wystgpujqcych w omawianych' zadaniach. Jedli kazde
zadanie lokalne Q (_) zalezy istotnie od calego wektora ¥, ©
wymiarowo$ei np. m, to wymiar kazdego z wektorowych mnozni-
kéw. A; wynosi tez m. Procedura (638) objetych jest wéwczas
znaczme wigcej zmiennych, niz wymiar wektora v. Jest to nie-
korzystne np, w pordéwnaniu z metodg doboru wspbirzednych, patrz
(627) ale tam stawialiémy wigcej wymagaﬁ odnosénie_gzadafi czgé-

ciowych: maja one dostarczal wartoSci pochodnych v -

. . i 7 j

Wymiarowo$C procedury (638) zmaleje znacznie, gdy nie wszy-
stkie zmienne koordynacyjne z wektora v beda wchodzi€ do kaz-
dego z zadafi czgéciowych, Wymiary A; beda wéwezas nizsze niz
wymiar V. ' .

We#my dla ilustracji przykiad zadania, sférmulowanego przez
zwiazki (573), (574), (575) i rys.82. Dla zastosowania metody
mnoznikéw  Lagrange’a wprowadzimy zmienne koordynacyjne

vj], v zamiast U0 (639)

vi zamiast u (640)

Vo 17

otrzymujac zadania czg$ciowe (por. (576), (577), »(578))

1) min [Qq(ﬁq) = i\‘(ai - ul)z] ) (641)

=1



z ograniczeniem

h(_,v) u +u2+u3+V'1 2,<0, u>0, (642)"

' 6
2). min [Qz(gz) = Z (ai - ui)z] R (643)
— )

=

z ograniczeniem

2
hz(x_l,vgl, vé)=u4+u5+u6-v’,’]+v'2-z~2< 0, w >0, (644)

3) min [Q3(‘—13) = i (éi - ui)z] , (645)
{7

z ograriczeniem

3 )=
h3@,v2')-. u7+u8+u9-v£-zj< 0, ui>0. (646)

Zalbézmy, 2ze zadania czgs’biowe rozwigzali§my, otrzymujzc pa-’
rametryczne wyniki '

A A A N
Q1) QW vh), Qj(vg). (647)
FZadanie drugiego p(;ziomu polega na minimalizacji sumy
i A o 1 " . A :
min I:Q’l(v’l) + QZ(V”I’ V'Z) + QB(V£>} N (648)

z uwzglednieniem. ograniczed nastepujacych

vi - w2 =20 .
17 V4T %
(649)
- vi =
v‘2 vy 3 0,

‘Napiszemy funkcje Lagrange’a dla zadania (648), (649)

L(v ) v,}, v2

s VE Ay Ay =

= 0,0+ 0,0 1) + B6) + A6 -‘v:'l’) +;§2(v'2 - vz) (650)

oraz przegrupujemy jej. wyrazy, zapisujac zarazem ze poszukuje-
my warunkéw. punktu siodlowego .
A

m{xmm[Q (v1)+7k v +Qz(v » 1o ) A é+Q3(v2':‘)-L2v2"] . (651)



Wykorzystamy meozliwo§¢ rozlacznej ekstremalizacji

max [mm {:Q (v Y+ A V’:[+m1n [Q (v B v )-7( vt +A2va]
ARl v Vg

+ m;n [ 3(vz) - A,y }} ‘ (652).

Teraz -przypomnijmy, ze np. é (v!)) oznaczalo rezultat mini-
malizacji (641) z ograniczeniem (642) mozemy zatem pierwszy wy~-
raz w (652) wraz z odpowiednim zadaniem pierwszego poziomu za-
pisaé jako jedna .ekstremalizacje:

rr:/i,n [é,l(v‘,l)-i- Aqvil] =.min [Q,]( g Uy B )+ 7\ 1] 653)
1 Vi Up.tls

z ograniczeniem

h,l(u,l,u , v )=u, +u, +u, +vi-z, <0, w >0, (654)

2" Uy VST R Ty Uy TV 2y

Nie jest istotne, czy ograniczenie (654) uwzglednimy w operaw=
cji (653) metoda utworzenia funkcji Lagrange'a czy w inny sposdb,
Istotne jest natomiast, Ze w nowo powstalym zadaniu cze¢éciowym
ekstremalizujemy. zmodyfikowany wskaZnik jakoSci

Q,](u,l, Uy, u3) + K,] v’,l R (655)
w poréwnaniu z samym tylko Q (u,l, Uy, U ) powstatym, z dekom=
pozycji wskaZnika globalnego, Skladnik 7L1v' stanowi ""'warto$é
zmiennej koordynacyjnej'., Latwo zauwazyé, ze gdy w zadaniu
-(653) )\'lv"l jest dodatnie (koszt), to w zadaniu druglm wystgpi
(- Aqv v"), co oznacza warto§¢ przeciwng (zysk)

etoda doboru mnoznikéw. polegal bedzie na zakiadaniu warto-
Sci mnoznikéw Ags 295 ... 1 na ulepszaniu ich w kolejnych itera~
cjach, Miarg niewlaSciwodci doboru mnoznikéw sa oczywidcie nie-
zgodnosci v’ # vi, vh # vé’, -a algorytm (638) miatby tu kon-
kretna postac

A}:H =)klf] o, v - vq)k,

(656)
k1 _ .k Lk
?\.2 —AZ-I-?Z (vz-vz),

PT2y czym Q4s ¢, musiatyby byé dodatnie (przyklad jest zada-
niem na minimum), ’



Rozwigzanie tego samego.,zadania metoda .doboru wspéirzed-
nych mialoby przebieg nastg¢pujacy.

Zadania czeSciowe otrzymuja narzucone z géry wartosci vlﬁ
wzglednie vy ; zadanie pierwsze mialoby zatem funkcj¢ Lagran-
ge’a ’

. ) , L,k
L,l(u,]: Uy Uy Vo 7L,])—Q,I(\11: u,, u3) + k,](v,I - v1), (657)
a zadanie drugie - funkcje Lagrange’a

" ! -
LZ(u’I' vy, u3, V'l’ Yy 7\,],}\2) =

- \# k ] k

= Qz(u,], u,, u3)+ l'l(v'l - V’I) + 7\2(v2 - vz). (658)
Rozx;x/ia}zania zadafi (657), (658) musza dostarczyf, dla- celéw

zadania nadrzednego, cztery wartofci mnoznikéw:

(=13
0>
N

JEN
R

>
i
Q
B
[\¥]

@
<
o

(659)

I
u

a wéwczas zadanie nadrzedne moze korzystal z iteracji doboru
zmiennych v, v, - por. wzory (627), (630) :

vlfl+1 = VI: + Q’I(x'] + x',l)k ,

) {660)
k+1 _ k b ek
vy =y b g (X, + X

Wspdtczynniki ¢ 4, ¢, muszg tu by¢ ujemne, bowiem zadanie
jest na minimum wzgledem Var Vpo
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